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Adaptive Estimation of Parameters of a Gaussian
Multifractal Model of Network Traffic in the

Wavelet Domain
D. Abrahão, A. Cardoso, and F. Vieira

Abstract—In this paper, an algorithm for adaptive estimation
of the parameters of a multifractal model is proposed considering
the Haar wavelet transform. The multifractal model is intended
to describe real network traffic traces and it is based on a multi-
plicative cascade in the Wavelet domain, where it is assumed that
the multipliers and other parameters of the model are Gaussian.
Simulations are carried out to evaluate the performance of the
Gaussian Wavelet Domain Model in capturing characteristics of
real traffic traces with the application of the proposed parameter
estimation algorithm in comparison to other models known in
the literature.

Index Terms—Adaptive Wavelet, Gaussian Multifractal Model,
Network Traffic.

I. INTRODUÇÃO

A análise de longa dependência e os modelos monofrac-
tais, como o caso do fractional Brownian motion (fBm),

permitem descrever o comportamento geral do tráfego de
rede em escalas maiores de tempo [1]. A análise multifractal
generaliza a modelagem monofractal sendo mais bem ajustada
à investigação da estrutura em escalas mais finas (escalas
menores de tempo) do tráfego, que reflete aspectos particulares
das redes de comunicações em um determinado instante [2].

O modelo fBm pode não ser adequado para descrever fluxos
de tráfego de rede em pequenas escalas de tempo, uma vez
que o espectro multifractal do fBm nestas escalas não coincide
com os dos dados de tráfegos reais [2]. Em [3], é mostrada
a superioridade dos modelos multifractais em relação ao fBm
para modelar fluxos de tráfego de rede.

Os modelos monofractais possuem limitações para des-
crever processos naturais, muitos desses processos exibem
caracterı́sticas de longa dependência, mas também exibem
correlações de curto prazo e comportamento inconsistente com
a autossimilaridade estrita [4]. Uma análise mais profunda
do tráfego de dados revela uma estrutura local altamente
irregular com um comportamento de escala mais complexo,
o que não pode ser explicado por um modelo simplesmente
monofractal [5]. Os multifractais podem fornecer um trata-
mento matemático para caracterizar essas estruturas complexas
de tráfego local [6]. Vários estudos têm mostrado que os fluxos
de tráfego de rede possuem caracterı́sticas multifractais [1],
[3].

Um modelo multifractal conhecido na literatura é o MWM
(Multifractal Wavelet Model) [4]. O MWM consiste de
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uma cascata multiplicativa realizada no domı́nio wavelet de
Haar, onde os multiplicadores dessa cascata são computados
baseados no decaimento da energia do sinal do tráfego de
rede. Embora o modelo MWM, seja adequado, o mesmo
requer a aplicação da transformada wavelet de Haar em
todos as amostras do tráfego de rede. Em outras palavras,
na formulação original do MWM, seus parâmetros não são
atualizados a cada instante de tempo.

Alguns modelos de tráfego consistem em variações do
modelo MWM, como é o caso de [7]. Em [7], objetiva-se
gerar séries de tráfego de rede com parâmetros de Hurst e
espectros multifractais determinados pelo usuários. Para tal,
são realizadas várias gerações controladas de tráfego de rede
pelo modelo MWM até que os parâmetros de Hurst e os
espectros multifractais estejam próximos ao desejado pelo
usuário. Embora o modelo apresentado em [7] gere séries de
tráfego de rede estatisticamente mais próximas às desejadas,
o mesmo apresenta complexidade computacional superior ao
do modelo MWM.

Uma aplicação de modelagem multifractal é a detecção de
ataques de negação de serviço, na qual fontes de fluxos de
tráfego de rede sobrecarregam um servidor para interromper
seus serviços. Pode-se citar os trabalhos [8] e [9]. Em [8], é
verificada a mudança no espectro multifractal a cada janela
de tempo, uma vez que pelo espectro multifractal pode-
se detectar mudanças no comportamento da intensidade dos
fluxos de entrada do servidor e assim perceber o ataque. Já os
autores em [9] empregam modelos multifractais com o uso da
transformada wavelet para capturar mudanças no decaimento
da energia dos coeficientes da transformada wavelet para
detectar ataques de negação de serviço nos servidores.

A modelagem multifractal também é utilizada na estimação
de parâmetros de qualidade de serviço em redes de
comunicação como apresentado em [10] e [11]. Em [10], é
proposta a utilização de modelagem multifractal e Cálculo
de Rede (Network Calculus) para estimação do atraso e do
backlog em sistemas OFDM/TDMA (Orthogonal Frequency
Division Multiplexing - Time Division Multiplexing Access)
considerando policiamento dos fluxos de tráfego de rede. Em
[11], é proposta uma abordagem de controle de admissão de
fluxos levando em consideração a modelagem multifractal do
tráfego de redes na estimação de probabilidade de perda de
dados dos fluxos.

Verificando-se os trabalhos relacionados de modelagem
multifractal, percebe-se a necessidade de se obter modelos
com menores complexidades computacionais que permitam o
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seu uso em aplicações em tempo real. Buscando contornar o
problema do modelo MWM de não ser realizado de forma
adaptativa, neste artigo é proposta uma variação do modelo
MWM, denominado de AGWM (Adaptive Gaussian Wavelet
Model). O modelo AGWM considera que os multiplicadores
da cascata no domı́nio Wavelet sejam Gaussianos. Para tal,
propõe-se um algoritmo para estimação adaptativa dos seus
parâmetros. A modelagem adaptativa proposta permite que
sejam atualizados os valores dos parâmetros à medida que
dados de tráfego são disponibilizados.

II. MODELAGEM FRACTAL

Estudos empı́ricos mostram que os fluxos de tráfego de rede
e de vı́deo apresentam Longa-Dependência e são autossimi-
lares (self-similar), uma vez que exibem elevado grau de rajada
em várias escalas de tempo [12], [13].

Um processo A(t) com incrementos estacionários é au-
tossimilar com um parâmetro H (Hurst) se a relação A(τ)

.
=

a−HA(aτ) for verdadeira [14].
Na maioria dos processos reais, o grau de autossimilaridade

não é constante, isso é, o parâmetro de Hurst é uma função no
tempo (H = H (t)) [14]. Tal processo, quando observado por
um longo intervalo de tempo pode ser considerado multifrac-
tal, uma vez que sua dimensão fractal varia com o tempo [15].
A natureza multifractal dos tráfegos de rede são mostradas por
exemplo em [16] e [17].

Um processo A(t) é dito ser multifractal, com incrementos
estacionários x (t) se satisfaz E [|x(t)|q] = c (q) tτ(q)+1 [18],
sendo q ∈ Q, [0, 1] ⊂ Q, em que τ (q) é chamado função
escalar e c(q) o fator de momentos que são independentes
de t. Se τ (q) é linear em q o processo é monofractal, caso
contrário, é multifractal. Nota-se que a informação da taxa de
crescimento do processo é contida em τ (q), então a função
escalar é o foco na teoria dos multifractais. Pode ser mostrado
que no caso especial do processo autossimilar, com parâmetro
H , tem-se que τ (q) = qH − 1 e c(q) = E[|x(1)|q [18].

Um dos parâmetros que caracterizam os processos mul-
tifractais é o expoente de Holder, que mede o grau da
singularidade da função [4]. Para exibir as caracterı́sticas de
singularidade, é necessário quantificar a regularidade local do
sinal. Os expoentes de Holder fornecem medições regular-
mente uniformes, não somente em intervalos de tempo, mas
também em torno de qualquer ponto [4].

A. Modelo Bm (Brownian Motion)

O movimento Browniano foi definido inicialmente para
descrever o movimento de uma partı́cula em um lı́quido sujeita
a colisões e outras forças. Macroscopicamente, a posição
x(t) de uma partı́cula pode ser modelada por um processo
estocástico (Bm) que satisfaz uma equação diferencial de
segunda ordem [16].

B. Modelo fBm (Fractional Brownian Motion)

O fBm é um modelo amplamente usado para descrever pro-
cessos autossimilares, pois fornece técnicas de análise tratáveis
matematicamente. Esse modelo foi introduzido inicialmente
por Mandelbrot e Van Ness [19].

Considerando BH(t) um processo autossimilar com incre-
mentos estacionários, sendo o processo incremento Y (t) =
BH(t) − BH(t − 1). Em particular, seja Y (t) um processo
Gaussiano que pode ser completamente descrito pela média e
a variância, então BH(t) é chamado de Fractional Brownian
Motion e Y (t) é chamado de Fractional Gaussian Noise.

Se H = 1/2 o fBm reduz-se ao Brownian Motion, sendo
não correlacionado. Se H > 1/2, o processo possui um
comportamento persistente. Se H < 1/2, o processo tem
um comportamento não persistente, ou seja, uma tendência
crescente no passado implica em uma tendência decrescente
no futuro e vice-versa [19].

C. Modelo mBm (Multifractal Brownian Motion)

A fundamental limitação do fBm é considerar o parâmetro
H um valor constante, sendo que na maioria dos processos
reais o grau de autossimilaridade não é constante, isto é, o
parâmetro de Hurst é uma função do tempo [19]. O mBm
proposto por Jacques Levy Vehel [15] é um modelo que
contorna essa limitação e considera , em que é chamado de
expoente de Holder.

Diferentemente do processo fBm, os incrementos do mBm
não são estacionários e o processo não é autossimilar.

D. Modelo MWM (Multifractal Wavelet Model)

O MWM proposto em [4] é baseado em uma cascata multi-
plicativa no domı́nio wavelet de Haar. A cascata multiplicativa
binomial divide um processo estocástico, definido no intervalo
I = [0, 1], com massa unitária, em 2n subintervalos disjuntos
diádicos Ikn = [k2−n, (k + 1)2−n], sendo k = 0, . . . , 2n − 1
o ı́ndice do subintervalo e n, chamado de resolução ou
camada, o número de subintervalos. A Figura 1 apresenta a
cascata multiplicativa binomial, sendo rn,j os multiplicadores
da cascata, cujo valores estão entre [0, 1].

Camada 0

Camada 1

Camada 2

Fig. 1. Cascata multiplicativa binomial.

O MWM é baseado em um modelo estatı́stico para os
coeficientes wavelets Wj,k que são dados em função dos
multiplicadores Aj,k, através de Wj,k = Aj,kUj,k, sendo
Aj,k uma variável aleatória definida no intervalo [−1, 1] e
simétrica em torno de zero, Uj,k os coeficientes de escala da
transformada wavelet de Haar e j o número da camada da
cascata multiplicativa binomial.
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Uma expressão para os coeficientes de escala é obtida
através de um esquema de indexação, que relaciona o coefici-
ente de escala na camada mais grosseira, U0,0, com os descen-
dentes na escala mais fina. Considerando kj uma variável que
indexa o deslocamento dos descendentes de U0,0 na escala j.
O deslocamento kj dos coeficientes de escala são relacionados
com o deslocamento de um de dois descendentes diretos
na forma kj = 2kj + k′j , sendo k′j = 0 correspondendo
ao descendente à esquerda e k′j = 1 correspondendo ao
descendente à direita.

Os coeficientes de escala na escala mais fina (n) são de fato
a saı́da do processo MWM, isto é, Cn[k] = 2−n/2Un,k, dados
por [4]:

Cn[k] = 2−n/2U0,0

n−1∏
i=0

[1 + (−1)kiAi,ki ]. (1)

III. MODELAGEM DE TRÁFEGO DE REDE AGWM
A transformada wavelet discreta é empregada para a

representação multiescala do sinal real de uma dimensão (1-D)
X(t), em termos de uma versão deslocada e dilatada de uma
função wavelet ψ e de uma versão deslocada de uma função
de escala φ [20].

A famı́lia de funções definidas por ψj,k e φj,k, com j, k ∈ Z,
formam uma base ortonormal e o sinal X(t) pode ser repre-
sentado por [20]:

X(t) =
∑
k

UJ0,kφJ0,k(t) +

∞∑
j=J0

∑
k

Wj,kψj,k(t), (2)

sendo Wj,k e Uj,k os coeficientes wavelet e de escala, respec-
tivamente.

Para a wavelet ψ(t) centrada em zero e frequência f0, o
coeficiente wavelet Wj,k mede o conteúdo do sinal em torno
do tempo 2−jk e frequência 2jf0. O coeficiente de escala Uj,k
mede a média local em torno do tempo 2−nk. Na transformada
wavelet, j é o ı́ndice de escala da análise: j = 0 indica a escala
mais grosseira ou a menor resolução da análise, e o maior j
corresponde a mais alta resolução da análise.

Neste trabalho, é considerada uma versão discreta do sinal
X(t) (série de bytes de tráfego de rede), que será denominada
de Cn[k]. Assim, para realizar a transformada wavelet do sinal
discreto que aproxima o sinal contı́nuo C(t) na resolução
2−n, é substituı́do o somatório semi-infinito de (2) por um
somatório finito sobre o número de escalas 0 ≤ j ≤ n.

Usando a simples transformada wavelet de Haar é possı́vel
construir um modelo para os incrementos do processo discreto
Cn[k]. A modelagem AGWM utiliza a transformada discreta
wavelet de Haar para um número fixo de camadas da cascata
multiplicativa binomial. A cascata multiplicativa binomial di-
vide um processo estocástico, definido no intervalo I = [0, 1],
com massa unitária, em 2n subintervalos disjuntos diádicos
Ikn = [k2−n, (k+1)2−n], sendo j = 0, . . . , 2n−1 o ı́ndice do
subintervalo e n, chamada de resolução ou camada, o número
de subintervalos.

Os coeficientes wavelets e de escala da transformada
wavelet de Haar podem ser recursivamente calculados através
de [20]:

Uj,k = 2−1/2(Uj+1,2k + Uj+1,2k+1), (3)

e
Wj,k = 2−1/2(Wj+1,2k −Wj+1,2k+1), (4)

Desta forma, para garantir que o processo gerado seja
positivo, X ≥ 0, ∀t, é necessário e suficiente que |Wj,k| ≤
Uj,k, ∀j e k. Com o objetivo de construir um modelo
estatı́stico para os coeficientes wavelets Wj,k, é utilizado um
modelo de sinal multiplicativo. Dessa forma, os coeficientes
wavelet são modelados a partir dos multiplicadores Aj,k,
através de Wj,k = Aj,kUj,k, sendo Aj,k uma variável aleatória
suportada no intervalo [−1, 1] e simétrica em torno de zero.

Para completar o modelo de tráfego é necessário definir a
função densidade de probabilidade (PDF – Probability Density
Functions) dos coeficientes de escala na escala mais grosseira
U0,0 e dos multiplicadores Aj de cada escala. Essas PDF’s
podem ser definidas de forma a controlar a correlação e a
Longa-Dependência do sinal de saı́da Cn[k].

A. Distribuição dos Coeficientes de Escala U0,0

Os coeficientes de escala U0,0 da modelagem no domı́nio
wavelet apresentada na subseção anterior possui aproximada-
mente uma distribuição Gaussiana, conforme sugerido em
[4]. Dessa forma, pode-se caracterizá-los através da esperança
E[U0,0] = µc e da variância var[U0,0] = σ2

c .
Com intuito de confirmar a distribuição de U0,0, foi re-

alizada uma análise gráfica da PDF e aplicado o teste de
Kolmogorov-Smirnov (KS-teste) [21] dos coeficientes de es-
cala de várias séries de tráfegos. O teste de Kolmogorov-
Smirnov fornece uma avaliação para a hipótese nula de que
certos dados tenham sido obtidos de uma distribuição normal,
contra a hipótese alternativa dos dados não serem provenientes
de tal distribuição. O resultado do teste é denotado pelas
variáveis h e p. O valor de h pode ser interpretado da seguinte
forma: se o valor de h é 1, então o teste rejeita a hipótese
nula com nı́vel de significância de 5% (valor escolhido), caso
contrário h será 0. O valor da variável p, contida no intervalo
[0, 1], é a probabilidade de se observar um teste com resultado
tão crı́tico quanto ou mais crı́tico do que o valor observado
sob a hipótese nula. Os valores assumidos por p podem ser
interpretados da seguinte forma: quanto mais próximo de 0,
maior é a dúvida sobre a validade da hipótese de nulidade.

Através da modelagem MWM de várias séries de tráfego de
rede reais é possı́vel confirmar a distribuição dos coeficientes
de escala U0,0 considerados através do KS-teste. Os resulta-
dos obtidos para os fluxos de tráfego de rede WaikatoVIII-
20110921, WaikatoVIII-20111027 e WaikatoVIII-20110623,
nomeados Waikato A, B e C, respectivamente, com 105

amostras agregadas no intervalo de 1ms, são apresenta-
dos a seguir. Através das PDF’s obtidas, verifica-se que a
distribuição dos coeficientes de escala U0,0 é similar a uma
distribuição normal. Esses resultados corroboram com o KS-
teste realizado, em que a hipótese para a distribuição Gaus-
siana foi aceita para todas as séries consideradas e o valor de
p foi, em todos os casos, superior a 5%.

B. Distribuição dos Multiplicadores Aj
Com o objetivo de controlar a correlação e a Longa-

Dependência do sinal de saı́da Cn[k] é utilizado o decaimento
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de energia (nj) dos coeficientes wavelets. Considerando a
natureza aproximadamente descorrelacionada da transformada
wavelet, conforme mostrado em [4], é possı́vel controlar o
comportamento da correlação do sinal através do conjunto
dos momentos de segunda ordem dos coeficientes wavelets
em cada escala.

Um modo simples de controlar a energia escalar do sinal é
fixar a energia na escala mais grosseira (j = 0) e então definir
as taxas de energia para outras escalas [4]:

nj =
var(Wj−1,k)

var(Wj,k)
=
E[W 2

j−1,k]

E[W 2
j,k]

, 0 ≤ j ≤ n. (5)

É possı́vel calcular o decaimento de energia dos coeficientes
wavelets, dado por:

nj =
2E[A2

j−1]

E[A2
j ](1 + E[A2

j−1])
. (6)

Para corresponder a um determinado decaimento da
variância, é possı́vel calcular recursivamente E[A2

j ] em função
de nj e E[A2

j−1], para j = 1, 2, . . . , n. Inicialmente, é
calculado na escala mais grosseira (j = 0), através de:

E[A2
0] =

E[W 2
0,0]

E[U2
0,0]

. (7)

Sabendo que Aj,k é uma variável aleatória com suporte
no intervalo [−1, 1] e simétrica em torno de zero, uma
possı́vel modelagem para os multiplicadores é a utilização da
distribuição Gaussiana com média zero N(0, σ2

(j)).
Com intuito de validar essa consideração, foi realizada a

análise gráfica da PDF e o teste de Kolmogorov-Smirnov (KS-
teste) [21] dos multiplicadores de várias séries de dados.

Através da modelagem MWM de vários fluxos de tráfego
de rede reais é possı́vel confirmar a distribuição dos multipli-
cadores Aj . Os resultados obtidos para os fluxos de tráfego
de rede WaikatoVIII-20111027, WaikatoVIII-20110921 e
WaikatoVIII-20110520 [22], nomeados Waikato B, A e D,
respectivamente, com 105 amostras agregadas no intervalo
de 1ms, são apresentados a seguir. A Tabela I, mostra os
resultados do KS-teste, obtidos nas escalas j = 5, 6, 7, 8, 9, 10.
Através das PDF’s obtidas, verifica-se que a distribuição dos
multiplicadores é similar a uma distribuição normal (curva em
forma de sino). Esses resultados corroboram com o KS-teste
realizado, em que a hipótese para a distribuição Gaussiana foi
aceita para todas as séries consideradas e o valor de p foi, em
todos os casos, superior a 5%.

Uma vez que se considera os multiplicadores do modelo
com sendo Gaussianos e sendo os parâmetros atualizados de
forma adaptativa, denomina-se esse modelo como AGWM
(Adaptive Gaussian wavelet Model).

Considerando que os multiplicadores Aj sejam descritos por
uma variável aleatória com distribuição Gaussiana de média
zero, então E[A2

j ] = σ2
(j). Assim, é possı́vel calcular os

parâmetros σ2
(j)’s do modelo AGWM para obter o compor-

tamento de escala em função de nj . Substituindo o valor do
momento de segunda ordem dos multiplicadores em (6) e (7),
obtém-se o parâmetro dos multiplicadores na escala j, por:

σ2
(j) =

2σ2
(j−1)

nj(1 + σ2
(j−1))

, (8)

TABELA I
RESULTADO DO TESTE DE KOLMOGOROV-SMIRNOV DOS

MULTIPLICADORES Aj

Fluxos de Tráfego
Waikato B Waikato A Waikato D

j h p j h p j h p
5 0 0,42 5 0 0,53 5 0 0,77
6 0 0,35 6 0 0,90 6 0 0,15
7 0 0,38 7 0 0,29 7 0 0,88
8 0 0,27 8 0 0,98 8 0 0,27
9 0 0,61 9 0 0,89 9 0 0,98
10 0 0,68 10 0 0,89 10 0 0,44

σ2
(0) =

E[W 2
0,0]

E[U2
0,0]

. (9)

Outra distribuição que pode ser utilizada para modelar os
multiplicadores Aj é a distribuição beta simétrica contida no
intervalo [−1, 1], conforme investigada em [4]. A modelagem
que utiliza essa distribuição é conhecida como βMWM. A
distribuição beta β(p, p) para um alto valor de p aproxima-se
de uma distribuição Gaussiana [21], dessa forma, a variância
dos multiplicadores é dada por var[Aj ] = E[A2

j ] = 1/(2pj +
1). Substituindo E[A2

j ] em (6), o parâmetro pj da distribuição
beta simétrica na escala j, é calculado por:

pj =
nj
2

(pj−1 + 1)− 1

2
. (10)

Sabendo que os multiplicadores são independentes e iden-
ticamente distribuı́dos (i.i.d), as estatı́sticas dos coeficientes
Uj,k na escala mais fina (j = n), podem ser calculadas por
[4]:

E[Uqj,k] = E[Uq0,0]

n−1∏
j=0

E

[(
1 +Aj
2−1/2

)q]
. (11)

C. Determinação da Janela de Tempo

Nesta seção, é apresentado um procedimento para determi-
nar a janela de tempo a ser considerada no cálculo adaptativo
dos parâmetros da modelagem MWM. O primeiro passo é a
análise dos coeficientes wavelet dos dados, através do cálculo
da transformada wavelet de Haar das amostras da série. O
número de escalas wavelets (n) é escolhido conforme descrito
abaixo.

Para ajustar a modelagem MWM via (6) e (7) é necessário o
conhecimento da var(Wj,k), j = 0, . . . , n−1, e da E[U2

0,0]. A
obtenção desses valores pode ser realizada com base em dados
reais, relacionando-os aos momentos dos coeficientes wavelets
e de escala diretamente. Para isso é necessário garantir que a
quantidade de dados seja suficiente para capturar estatı́sticas
confiáveis. Na prática, é escolhido o número de escalas da
transformada wavelet de Haar de modo que a quantidade
de coeficientes de escala e wavelets sejam suficientes para
modelar os dados da série real. Nota-se que são bN2−nc
coeficientes wavelets e de escala na escala mais grosseira
e 2j coeficientes wavelets em cada escala j, sendo brc o
maior número inteiro menor ou igual a r e N a quantidade
de amostras da série. Os coeficientes de escala na escala
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Fig. 2. Estatı́sticas do tráfego sintético variando a quantidade de escalas da
modelagem MWM do fluxo de tráfego WaykatoVIII-20111027.

mais fina (n) são de fato a saı́da do processo MWM, isto
é, Cn[k] = 2−n/2Un,k [4].

Com o intuito de encontrar o valor de n que resulte
em uma pequena janela de tempo para o cálculo adapta-
tivo dos parâmetros do modelo e que seja suficiente para
capturar as estatı́sticas das séries de tráfego de rede, são
realizadas simulações da modelagem MWM variando a quan-
tidade de escalas wavelets n de fluxos de tráfego de rede
reais WaikatoVIII-20111027 [22], utilizando 105 amostras
agregadas no intervalo de 1 ms. As Figuras 2 mostram os erros
médios percentuais das estatı́sticas obtidas pelos fluxos de
tráfego sintéticos gerados com os modelos, considerando 100
realizações. Observa-se que os erros percentuais diminuem
até n = 6 e oscilam após isso. Quando n ≥ 11 os erros
aumentam, nesse caso, a quantidade de coeficientes wavelets
e de escala na escala mais grosseira é pequena para modelar o
tráfego, tendo apenas b1052−10c = 97 coeficientes. Por isso,
para modelar as séries de tráfego de rede é utilizado, neste
trabalho, o valor de n = 6. Esse valor resulta em janelas de
tempo de 32 amostras do tráfego para o cálculo adaptativo dos
parâmetros do modelo, através do algoritmo que será proposto
na próxima seção.

IV. ALGORITMO PARA CÁLCULO ADAPTATIVO DOS
PARÂMETROS DO MODELO AGWM

A modelagem de tráfego MWM faz uso de todas as
amostras do tráfego para estimar os seus parâmetros, o que
demanda um grande tempo de processamento e recursos para o
armazenamento de dados. Isto torna inviável sua aplicação em
mecanismos de QoS (Quality of Service) que exijam respostas
em tempo real, como é o caso de algoritmos de escalonamento
de recursos de rádio.

O cálculo adaptativo dos parâmetros da modelagem dos
fluxos de tráfego de rede, além de possibilitar uma análise do
comportamento da demanda dos usuários, permite o desen-
volvimento de mecanismos de QoS eficientes que se adaptam
às variações da rede. Além disso, as limitações de processa-
mento e armazenamento de dados dos fluxos de tráfego tornam
atrativo o cálculo adaptativo dos parâmetros da modelagem de
tráfego. Dessa forma, pensando na aplicação da modelagem

de tráfego em mecanismos de QoS que exigem respostas
em tempo real, é proposto nesta seção um algoritmo para o
cálculo adaptativo dos parâmetros µc, σ2

c e σ2
(j) da modelagem

AGWM em janelas de tempo pré-definidas.
Proposição 1: A média µ

(t+1)
c e a variância σc

(t+1)

dos coeficientes U0,0, e a energia dos coeficientes wavelets
E[W 2

j,k](t+1) da modelagem AGWM no instante t+ 1 podem
ser recursivamente calculados a cada janela de dados com 2n

amostras, em que n é a quantidade de escalas consideradas na
modelagem, da seguinte forma:

µ(t+1)
c = µ(t)

c

(
t

t+ 1

)
+
Ũ

(t+1)
0,0

t+ 1
, (12)

σ2
c
(t+1)

= (σ2
c
(t)

+ µ2
c
(t)

)

(
t

t+ 1

)
+
Ũ

2 (t+1)
0,0

t+ 1
− µ2

c
(t+1)

,

(13)
e

E[W 2
j,k](t+1) = E[W 2

j,k](t)
t

t+ 1
+

∑2j−1
k=0 W̃

2 (t+1)
j,k

(t+ 1)2j
, (14)

sendo W̃j,k e Ũ0,0, respectivamente, os coeficientes wavelet e
de escala da transformada wavelet de Haar, calculados a cada
janela de amostras de dados. Nota-se que em cada janela de
dados, existem 2j coeficientes wavelets (W̃j,k) em cada escala
j, e um coeficiente de escala, na escala mais grosseira (Ũj,k).

Prova: O primeiro e o segundo momento do processo
U0,0, com função de densidade de probabilidade Gaussiana, é
dado por:

E[U1
0,0] = µc e E[U2

0,0] = (σ2
c + µ2

c). (15)

Para a janela de tempo t, é definido µ
(t)
c como o primeiro

momento de U0,0. A estimação recursiva do valor médio a
ā(t+1) de uma variável aleatória no instante t + 1 pode ser
obtida, através de [21]:

ā(t+1) = ā(t)
(

t

t+ 1

)
+

(
y(t+1)

t+ 1

)
, (16)

sendo y(t+1) a observação de ā(t+1) no instante t+1. Portanto,
de acordo com a definição de µ(t)

c e usando (16), é possı́vel
derivar (12). Sendo σ2

c
(t) a variância de U0,0 para a janela de

tempo t e usando a estimação recursiva de E[U2
0,0] via (16),

obtém-se:

E[U2
0,0

(t+1)
] = E[U2

0,0
(t)

]
t

(t+ 1)
+

(
Ũ

2 (t+1)
0,0

t+ 1

)
. (17)

Substituindo E[U2
0,0] dado por (15) em (17), é possı́vel derivar

(13). Sabendo que há 2j coeficientes wavelets [W̃ 2
j,k](t) em

cada escala j, obtidos pelas amostras do tráfego de chegada
na janela de tempo t. Então, E[W̃ 2

j,k](t) é dado por:

E[W̃ 2
j,k](t) =

∑2j−1
k=0 W̃

2 (t)
j,k

2j
. (18)

Considerando a estimação recursiva de E[W 2
j,k], calculada

através de (16), obtém-se:

E[W 2
j,k](t+1) = E[W 2

j,k](t)
t

t+ 1
+
E[W̃ 2

j,k](t)

(t+ 1)2j
. (19)



1204 IEEE LATIN AMERICA TRANSACTIONS, VOL. 17, NO. 7, JULY 2019

Substituindo (18) em (19) é possı́vel derivar (14), como se
queria demostrar.

Após o cálculo recursivo dos momentos de segunda ordem
dos coeficientes wavelet (14), a cada janela t de dados, é
calculado o decaimento da energia nj via (5) e o parâmetro
σ2
(j) via (8). O Algoritmo 1 sintetiza o funcionamento do

algoritmo proposto para cálculo adaptativo dos parâmetros do
modelo AGWM.

Algoritmo 1: Cálculo adaptativo dos parâmetros do
modelo AGWM

1 Passo 1: Considera o número de janelas de tempo com
tamanho de 2n amostras de tráfego igual a
TotalJanelas;

2 Lê n;
3 Lê TotalJanelas;
4 t=1;
5 para t¡TotalJanelas faça:
6 Passo 2: Calcula os coeficientes Ũ0,0 e W̃j,k da

transformada wavelet de Haar de uma janela de 2n

amostras do tráfego X[i], sendo
i = 2n(t− 1) + 1, . . . , t2n, j = 0, . . . , n− 1 e
k = 0, . . . , 2n − 1. Fazendo os coeficientes de
escala na escala mais fina iguais às 2n amostras do
tráfego, ou seja, Ũn,1:k = X[2n(t− 1) + 1 : t2n],
os coeficientes da transformada wavelet de Haar
podem ser recursivamente calculados por (3) e (4).
Ou seja:

7 Un,1 = X[2n(t− 1) + 1];
8 Ũn,2 = X[2n(t− 1) + 2];

9
...

10 Ũn,k = X[t2n];
11 para j = n− 1 até 0 faça:
12 para k = 0 até 2j − 1 faça:
13 Ũj,k = 2−1/2(Ũj+1,2k + Ũj+1,2k+1)

14 W̃j,k = 2−1/2(Ũj+1,2k − Ũj+1,2k+1)
15 fim
16 fim
17 Passo 3: Atualiza os parâmetros µc, σ2

c e os
momentos de segunda ordem dos coeficientes
wavelets E[W 2

j,k] de cada escala j = 0, . . . , n− 1,
através de (12), (13) e (14), respectivamente;

18 Passo 4: Calcula as taxas de decaimento de
energia nj , através de (5). Atualiza os parâmetros
σ2
(j)’s via (8);

19 t = t+ 1;
20 fim

A série sintética do modelo AGWM pode ser gerada, através
dos coeficientes de escala, na escala mais fina (n), dados por:

Un,k = 2−n/2N(µc, σ
2
c )

n−1∏
i=0

[1 + (−1)k
′
iN(0, σ2

(j))]
+, (20)

sendo [x]+ = max[0, x], k′i = 1 correspondendo ao descen-
dente à esquerda e k′i = 1 ao descendente à direita.

O Algoritmo 1 possui complexidade computacional igual a
O(2n− 1), devido ao calculo recursivo do passo 2, que provê
como saı́da um conjunto de dados de tamanho O(2n+1 − 1).
Assim, a complexidade computacional do Algoritmo 1 é igual
ao do modelo MWM tradicional [4]. Entretanto, o algoritmo
proposto apresenta a vantagem de se usar menores valores para
n, uma vez que é aplicado em janelas de tempo.

V. AVALIAÇÃO DOS MODELOS DE TRÁFEGO

Para verificar se o modelo adaptativo AGWM consegue
capturar as caracterı́sticas das séries de dados, são realizadas
simulações com fluxos de tráfego de rede reais, através
do Algoritmo 1. Foram realizadas várias simulações uti-
lizando diferentes séries de tráfego da rede da Universidade
de Waikato. Entretanto, para sermos concisos, a seguir são
apresentados os resultados obtidos para as séries de tráfego
de rede WaikatoVIII-20111027 e WaikatoVIII-20111029 [22],
utilizando 105 amostras agregadas no intervalo de 1ms e 6
camadas da cascata multiplicativa binomial (n = 6). Escolheu-
se apresentar os resultados desta série porque refletem a
maioria dos resultados obtidos para outras séries. As séries de
tráfego Waikato representam fluxos de tráfego de rede TCP/IP
coletados na comunicação entre a Universidade de Waikato e
o resto do mundo [22].

Inicialmente é avaliada a precisão da estimação dos
parâmetros do modelo calculados de forma adaptativa através
do Algoritmo 1 e estática( utilizando todas as amostras do
tráfego). A Figura 3 mostra os valores obtidos da E[W 2

n,k] na
escala mais fina (n = 6) via (14). Os valores obtidos de µc via
(12) são mostrados na Figura 4. Já os valores obtidos de σ2

c

via (13) são mostrados na Figura 5. Nota-se que em todos os
casos, a abordagem adaptativa de E[W 2

n,k], µc e σ2
c converge

para o valores estimados de forma estática, ou seja, no final
do tempo de execução os valores obtidos de forma recursiva
são iguais aos valores obtidos considerando todas as amostras
do tráfego. Os resultados mostram que é possı́vel a utilização
do Algoritmo 1 para o cálculo adaptativo dos parâmetros do
modelo em tempo real.

Fig. 3. E[Wj,k] do tráfego WaikatoVIII-20111027 calculado de forma
adaptativa e estática.

É realizada a seguir a comparação das séries sintéticas
obtidas pelos modelos fBm, mBm, βMWM e AGWM adap-
tativo. A Figura 6 mostra as séries sintéticas geradas e o
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Fig. 4. Parâmetro µc do tráfego WaikatoVIII-20111027 calculado de forma
adaptativa e estática.

Fig. 5. Parâmetro σc do tráfego WaikatoVIII-20111027 calculado de forma
adaptativa e estática.

tráfego de rede real utilizado. Observa-se que os modelos
fBm e mBm não descrevem adequadamente o tráfego real,
produzindo amostras menores do que zero, o que é inapro-
priado para a representação dos fluxos de tráfego de rede. Já
as séries sintéticas AGWM e βMWM representam melhor o
fluxo de tráfego real, por se tratarem de modelos multifractais
que utilizam a transformada discreta wavelet de Haar para a
representação multiescala do fluxo de tráfego

Fig. 6. Tráfego WaikatoVIII-20111027 e as modelagens consideradas.

TABELA II
VALORES DAS ESTATÍSTICAS (bytes) DO FLUXO DE TRÁFEGO REAL

WAIKATOVIII-20111027 E DAS MODELAGENS CONSIDERADAS

Modelo Média Variância Hurst Série
MSE

ACF
MSE

Real 2,78·103 2,15·107 0,653 - -
AGWM 2,82·103 1,94·107 0,687 6,412·103 0,028
MWM 2,82·103 2,24·107 0,653 6,642·103 0,030
fBm 1,25·105 2,48·109 0,653 1,320·105 0,950
fBm corrigido 1,25·105 2,44·109 0,654 1,320·105 0,950
mBm 2,57·104 5,12·109 0,743 7,537·104 0,490
mBm corrigido 4,34·104 2,44·109 0,730 6,415·104 0,441

Para a análise das caracterı́sticas de longa dependência
das amostras do tráfego, é calculada a ACF (Autocorrelation
Function) da série real e comparada com as ACF’s obtidas para
as séries sintéticas. Os resultados são mostrados na Figura 7.
Verifica-se que o decaimento da ACF do modelo adaptativo
proposto é similar ao do modelo βMWM e acompanha o
comportamento da série real, diferentemente dos modelos fBm
e mBm, que não descrevem adequadamente o comportamento
da função de autocorrelação dos fluxos de tráfego real.

Fig. 7. ACF do tráfego WaikatoVIII-20111027 e das modelagens consider-
adas.

As estatı́sticas das séries sintéticas obtidas pelos modelos
foram comparadas com as dos fluxos de tráfego reais. Os va-
lores obtidos da média, variância e parâmetro de Hurst para os
tráfegos de rede reais WaikatoVIII-20111027 e WaikatoVIII-
20111029 e das modelagens consideradas são mostrados na
Tabela II e III, respectivamente, considerando a média de 100
simulações. Foi utilizado o estimador baseado em wavelets
de Abry e Veitch [23] para calcular o parâmetro de Hurst.
Os resultados obtidos mostram que as estatı́sticas das séries
sintéticas geradas pelo modelo adaptativo proposto são simi-
lares as do modelo βMWM, no caso das séries fBm e mBm
os valores obtidos são mais distantes dos valores reais. São
mostrados ainda, os valores das estatı́sticas das séries sintéticas
fBm e mBm corrigidas, ou seja, são zerados os valores
das amostras negativas. Os modelos multifractais AGWM e
βMWM obtiveram melhores resultados em termos de média,
variância, erros quadrático médio de Série e de ACF.
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TABELA III
VALORES DAS ESTATÍSTICAS (bytes) DO FLUXO DE TRÁFEGO REAL

WAIKATOVIII-20111029 E DAS MODELAGENS CONSIDERADAS

Modelo Média Variância Hurst Série
MSE

ACF
MSE

Real 2,77·103 4,03·107 0,592 - -
AGWM 2,82·103 3,62·107 0,612 8,77·103 0,029
βMWM 2,82·103 3,98·107 0,579 8,94·103 0,029
fBm 1,24·105 3,78·103 0,593 5,34·104 0,960
fBm corrigido 1,25·105 7,69·103 0,028 7,93·104 0,071
mBm 2,57·104 4,48·109 0,703 8,39·104 0,304
mBm corrigido 4,33·104 5,71·109 0,692 2,53·104 0,236

VI. CONCLUSÃO

Neste artigo, foi proposta uma abordagem para mode-
lagem adaptativa de séries de tráfego de rede através da
estimação adaptativa de parâmetros de um modelo multifrac-
tal no domı́nio wavelet. Para este modelo, denominado de
AGWM, assume-se que os multiplicadores e outros parâmetros
sejam gaussianos. Para isto, também são propostas equações
para estimar os parâmetros do modelo AGWM de forma
adaptativa. Os resultados obtidos nas simulações comprovam
que o algoritmo AGWM apresenta desempenho de modelagem
superior aos demais algoritmos em termos das diferenças de
média, variância, e erro quadrático médio em relação às séries
reais e erro quadrático médio da função de autocorrelação.
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é professor Associado da Universidade Federal de
Goiás (UFG). Tem experiência na área de Engen-
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