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Extension and Analysis of the AR~ algorithm to 2D

Jhonatan Collazos Ramirez, Pablo Emilio Jojoa Gémez and Juan Pablo Hoyos Sanchez.

Abstract—Two-dimensional (2D) adaptive filtering is a tech-
nique that has been used for denoising in applications such as
biomedical image processing in recent years. In this paper, we
design the extension of the 1D-AR~ adaptive filtering schemes to
form new 2D-AR+ adaptive filters. To compare the performance
of the proposed algorithm in noise reduction in digital images,
three images of different sizes from the Matlab library, Moon,
Pout, and Cameraman, are taken as reference. This reduction
is compared with two other gradient algorithms least mean
squares (LMS) and normalized least mean squares (NLMS) for
2D adaptive filter design. Based on the simulation results and the
established metrics, we demonstrate that the proposed method
achieves a noise reduction eventually superior to the other 2D
gradient algorithms.

Index Terms—Adaptive Filter, 2D, Noise Cancellation, 2D-
AR~, TD, TWD.

I. INTRODUCCION

n dreas como el procesamiento de imdgenes las técnicas
E o métodos para poder reducir el ruido contenido en las
sefales deseables son indispensables [1], [2], [3]. Se han
propuesto varios enfoques de reduccién de ruido en imagenes
tanto en el dominio espacial como en el de la frecuencia [4],
(51, [6].

Actualmente existen diferentes técnicas relacionadas con la
reduccion de ruido en imédgenes digitales, tales como medios
no locales (NLM) [7], procesamiento no local (BM3D) [8],
algoritmos basados en inteligencia evolutiva los cuales se han
usado ampliamente en los métodos de disefio de los filtros
digitales 2D FIR no adaptativos [9]. Las redes neuronales
convolucionales han logrado un gran éxito en la reduccién de
ruido, pero la complejidad computacional es muy alta debido
a los numerosos pardmetros a ser estimados en los procesos
de entrenamiento [10], ademds que se debe disponer de un
conjunto de imédgenes disponibles para dicho proceso.

Una de las maneras de reducir el costo computacional
es implementar un filtro adaptativo, debido a su proceso de
aprendizaje en el que los coeficientes del filtro se ajustan en
iteraciones para minimizar el error [11].

Cabe destacar que la esencia de los filtros adapativos
es el algoritmo que ajusta los coeficientes y que por lo
general son implementados en filtros para sefiales o sistemas
unidimensionales, implicando que los datos uUnicamente se
correlacionan en una direccion, lo cual no es cierto en los
datos de una imagen, ya que por su propia naturaleza cada
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dato (pixel) estd relacionado con su entorno. Para poder
superar esta dificultad Hadhoud y Thomas [12], presentan
un nuevo algoritmo bidimensional que puede rastrear las
variaciones en las estadisticas locales de una imagen. Se basa
en el método del gradiente y es una extensioén directa del
algoritmo LMS de Widrow [13]. El algoritmo se denomina
de minimos cuadrados bidimensional (TD-LMS o 2D-LMS)
y demuestran que pueden hacer uso de éste para reducir el
ruido en las imagenes. Incluso [14] y recientemente [15] y
[16] entre otros, han implementado los algoritmos 2D en la
disminucién de ruido en imdgenes biomédicas.

El presente articulo desarrolla el soporte matematico que
permite extender el algoritmo 1D-AR~y [17] a un algoritmo
bidimensional denominado 2D-AR~, para ser aplicado en la
disminucién de ruido en imigenes digitales y segtn el estado
de arte realizado, no ha existido ningtin estudio en la literatura
que describa el algoritmo del filtro adaptador 2D basado en
algoritmo AR~.

El contenido de este articulo se ha organizado de la siguiente
manera: en la Seccién II, se presenta las ecuaciones del
algoritmo AR~. En la Seccién III, se indica el proceso del
disefio del algoritmo 2D-AR~y a partir de 1D-AR+y. En la
Seccién IV, se presentan las simulaciones y resultados al
comparar el algoritmo 2D-AR~y con otros algoritmos 2D. Por
ultimo en la Seccién V se presentan las conclusiones.

II. ALGORITMO ARy

El algoritmo AR+ es una variante derivada del algoritmo
acelerador en tiempo continuo propuesta por F. Pait [18]
que ajusta la segunda derivada de pardmetros, el cual al
ser discretizado genera versiones conocidas como algoritmo
acelerador completo (AAC), algoritmo acelerador progresivo
(APCM) y algoritmo acelerador regresivo (ARCM). Una
version simplificada del algoritmo ARCM, es el algoritmo
acelerador regresivo version v (AR<y) [17]. Que tiene tres
pardmetros de ajuste escalares positivos denominados: o,y y
m1, por medio de los cuales se logra una buena velocidad de
convergencia y paralelamente una considerable reduccién del
error de medida final [17].

Asi mismo, el analisis de tracking del algoritmo AR~y en
ambientes no estacionarios determind que éste presenta un
buen seguimiento a los cambios de la sefial de entrada. Las
ecuaciones del algoritmo AR+ vienen dadas por [17]:

e[n] = x*[n]w[n — 1] — d[n] (1)
e[n] +vxT[n]wln — 1]

gin] = 1+ ymyxT[n]x[n) @)
qln] = — npe [a[n — 1] — amig[n]x[n]] 3)
w(n] = wn — 1] + aq[n] 4)
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donde d[n] corresponde a la sefial deseada obtenida mediante
la relacion:

dn] = xTwq + r[n], ®)

siendo (en el instante [n]):

x: Vector de la sefial de entrada.

w: Vector de coeficientes del filtro adaptativo.
d: Escalar que corresponde a la sefial deseada.
e: Escalar que corresponde al error de medida.
g : Escalar auxiliar.

q: Vector Auxiliar.

wo : Vector de coeficientes dptimo.

r : Ruido de medida.

«, v, my: Pardmetros de ajuste.

III. EXTENSION DEL ALGORITMO 1D-AR+y A 2D-AR~y

Matriz X

N1N-1
— > > Wik (k1)
i =

?(m.n)

Error
( € O
Fig. 1. Filtro de Wiener basico [12].

La Fig. 1, muestra el filtro Wiener bdsico para un sistema
bidimensional, el cudl tiene dos imdgenes de entrada, la
imagen principal D (imagen “deseada”) y la imagen de entrada
X (imagen de “referencia”), donde las dos imdgenes son de
dimensiones M por M. La imagen de entrada principal D es
una matriz bidimensional que consta de la imagen ideal mas un
componente de ruido aditivo. Durante cada iteracién, un pixel
D(m,n) de la matriz D se utiliza como entrada principal del
filtro, donde 0 < m < M -1y 0 <n < M — 1. La otra
entrada (referencia), es la matriz de ruido o interferencia X que
se asume estd correlacionada con el ruido o interferencia de
la entrada principal. El filtro utilizado es un filtro FIR causal
N por N. La salida del filtro corresponde a la convolucién
de Ia ventana del filtro Wj con la imagen en la entrada de
referencia, lo cual se calcula mediante la ecuacién (6):

N—1N-1
y(m,n) = Z Z W;(k, D)X (m —k,n—1) (6)
k=0 1=0
donde j es la j-ésima iteracién, dada por j = mM + n.
Durante la j-ésima iteracién la ventana de datos de entrada
X (regresor) se define como:
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X; =

X(m,n) X(m,n—N+1)
: : @)

X(mf]'VJrl,n) X(mfNJr.l,anJrl)

en la cual la matriz de elementos para todos los valores de
0<k<N-1y0<I<N-lesX;jk,l)=X(m—kn-1l),
y la matriz de coeficientes de dimensién N x N, esta dada
por

W,(0,0) W,(0,N — 1)
W;(1,0 Wi(1,N —1
wyo| WO an-y | o

W;(N —1,0) W;(N—-1,N—1)
En la j-ésima iteracion, la salida del filtro y;, es el producto
punto (componente a componente) de la matriz de coeficientes

del filtro Wj con el regresor X;, por lo que la ecuacién (6)
se puede reescribir como

N—-1N-1

yj(m,n) = Z Z W](kal)XJ(kal) 9

k=0 =0

La matriz de coeficientes Wj y la matriz de entrada X
se pueden convertir a su forma unidimensional por orden
lexicogréfico. La ecuacién (10) y la ecuacién (11) presentan
la forma unidimensional de la ecuacién (7) y la ecuacién (8)
respectivamente:

X;j=[X(m,n) X(m,n-1) X(m,n—N+1)
X(m=N+1,n-N+1)]" (10

W;(0,N —1) W;(1,0)
Wi (N -1,N-1)]" a1

W; = [W;(0,0)
W;(1,1)

Los vectores anteriores X; y W; tienen dimensién (N x
N) x 1y junto con la ecuacién (9) en la iteracién j-ésima, se
obtiene:

sustituyendo este resultado en las ecuaciones (1), (2), (3) y
(4) del algoritmo AR~, se obtiene:

6]' = WJX;F — dj (13)
T
gi = €5 + ’}/Xj Wj (14)
T a’ymlijJT
Qjt1 = atn [a; — amig;X;] (15)
Wj+1 = Wj + Ckaj (16)

donde d; corresponde a la sefial deseada obtenida mediante la
expresion:

dj = X?WO + 7y, 17

siendo (en el instante j) :
X;: Vector de la sefial de entrada.
W;: Vector de coeficientes del filtro adaptativo.
d;: Escalar que corresponde a la sefial deseada.
e;: Escalar que corresponde al error de medida.
g; : Escalar auxiliar.



2450

: Vector Auxiliar.
Wo Vector de coeficientes dptimo.
r; : Ruido de medida.
a, v, m1: Pardmetros de ajuste.

Para poder determinar XjX;F, se puede observar que en la
ecuacion dada en (10), por orden lexicégrafico corresponde a

N—-1N-1

=3 Xk, DX (k,1)

k=0 [=0

(18)

para algin vector T; en el instante j.
Puesto que X,(k,l) = X(m — k,n — 1), para todos los
valores de 0 <k < N—-1y0<I<N —1, entonces
N—1N-1
=Y > X(m—kn—0)X(m—1n-k) (19)
k=0 =0

es decir T es la convolucién de dos matrices: el regresor X
y su transpuesta. En la j-€sima iteracion (j = mM + n) la
matriz de ponderacién de dimensiéon N x N, esta dada por

T; =
TJ (07 O) Tj (07 1) Tj(07 N — 1)
TJ(170) Tj(17 1) TJ(LN - 1)
. . . (20)
Ty(N —1,0) T;(N —1,1) Ty(N —1,N — 1)

Por otra parte, el vector auxiliar aj, se obtiene de la
siguiente forma: de la ecuacion (16), se despeja qj, esto es:

1

aj(m’n) = a [Wj-‘rl(ma n) - Wj(mvn)] ) (21)

asipara 0 <k < N -1y 0<[< N —1, se tiene que
~ 1
§;(m.n) = = [W,41(0,0)X(m — 0,0 = 0)
k=0, =0
0)+...

—W;(0,0)X(m — 0,n —
k=0, 1=0
AW (N —1,N —D)X(m—N+1,n— N +1)

(22)

k=N-1, I=N—1

—WﬂN—LN—Dﬂm—N+Ln—N+U}

k=N-1, I=N—1

es decir,
(23)

por lo tanto, la ecuacién (21) se puede escribir como:

qj(m,n) =
1N-1

33 (Wl WD) g

k=0 1=0

(24)

en donde se puede observar que la expresion,
Wj+1(k> l) — Wj(kv l)
o

; (25)
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corresponde a la ecuacién (4) a un instante en la iteracién j-
ésima del algoritmo AR~. Considerando, de la ecuacion (25)

W_’i+1(k7 l) - Wj(ka l)
«

(26)

se obtiene

2

-1

=2

-1

q; (k,DX(m — k,n —1)
’ 27)
q] ](kvl)

aj (m, n) =

2T

M_gM

I
o
Il
o

k
Entonces q;(m,n) es la convolucién de dos matrices: el
regresor X; y q;.
De aqui que la matriz de ponderacién de dimensiéon N X N,
esta dada por:

Qj(0,0) qj(07N_ 1)
(1,0 J(1L,N—1
g=| ¥4 e B
qJ(N— 1,0) qj(N—l,N—l)

Por lo tanto, el algoritmo 2D-AR~ lo gobiernan las sigu-
ientes ecuaciones matriciales:

=X'w, —d, (29)
; XTW,,
= &G 7R Wa (30)
1+ aym XTX,
Qni1 = ozi—i-v Qn — ami1g,X,,] (31
W1 =W, +aQ, (32)

donde (en el instante [n)):
X,,: Matriz de la sefial de entrada.
W,,: Matriz de coeficientes del filtro adaptativo.
d[n]: Escalar que corresponde a la sefial deseada.
e[n]: Escalar que corresponde al error de medida.
g[n]: Escalar auxiliar.
Q,.: Matriz Auxiliar.
a, v, m1: Pardmetros de ajuste.

IV. SIMULACION Y RESULTADOS

En esta seccion se presentan los resultados de la simulacién
con tres filtros adaptativos 2D: 2D-LMS, 2D-NLMS vy el
nuevo algoritmo adaptativo que se propone en este articulo
2D-AR%, en una de las aplicaciones mds importantes de los
filtros adaptativos como es la reduccién de ruido en imagenes.

La Fig. 2 muestra la configuracién de la cancelacién de ruido
adaptable 2D. La sefal principal es la combinacién de las
seflales deseada y de ruido, y la sefial de referencia es el
ruido que se correlaciona con el ruido de la sefial principal.

(33)

e(ni,na) = d(n1,ne) — y(ni,n2) =~ s(ni, na).

Bajo la ecuacién (33), el filtro adaptativo 2D intenta reducir la
sefal ruidosa, después de la convergencia de los coeficientes
de filtro, e(n1,ny) serd la estimacién de la sefial deseada.
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d(m,ny) = s(ny,m,)+x(ny,m,) — ‘

+

y(n] 7"2)
% (mn)

X(m.m)| Filtro 2D

Filtro 2D
— .
Pasabajas

Algoritmo 2D

e(n,,n,)

Fig. 2. Configuracién de la reduccién del ruido adaptativo 2D [14].

En esta simulacién, se agrega un ruido gaussiano blanco con
media cero y varianza unitaria x(ni,n2) a la imagen para
producir una imagen con ruido, donde la relacién sefal/ruido
(PSNR) se establece en aproximadamente 0 dB.

(© (d)

(e) (f)

Fig. 3. Imdgenes Originales, (a) Cameraman (c) Pout y (e) Moon.
Imégenes con ruido, (PSNR = 0). (b) Cameraman (d) Pout (f) Moon.

Tomando como referencia el trabajo de [11], [19], en Ia
configuracién del filtro 2D pasabajas de la Fig. 2, la sefial de
referencia, x1(n1,n2), se genera pasando el ruido gaussiano
blanco con media cero y varianza unitaria a través del filtro
de paso bajo 2D; donde b(z1) y b(22) son los coeficientes del
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filtro y se determinan segtn la ecuacién (34):
b(z1) =1 —0.727" + 0.5z 1 — 0.0527°
+0.00562,* — 0.00042,7°.
(34)

b(z2) =1—0.727" + 0527 — 0.0452°
+0.00462; % — 0.0003z; °.

Debido al gran volumen que generaria trabajar con una
base de datos completa y para facilitar la comparaciéon con
los filtros adaptativos, se consideran tres imdgenes estindar
de la biblioteca de Matlab: Cameraman, Pout y Moon a las
cuales se les agrega ruido blanco gaussiano con media cero y
varianza unitaria, ver Fig. 3.

La dimensiones de las imdgenes originales Cameraman,
Pout y Moon son 256 x 256, 291 x 240 y 537 x 358
respectivamente.

El orden del filtro adaptativo 2D se establece en N1 = Ny =
6. El algoritmo se ejecuté 20 veces con diferentes semillas
aleatorias. La simulaciéon se procesé en una computadora
personal con la siguiente especificacion utilizando MATLAB:
Intel(R) Core(TM) 17-9600 CPU @3.000GHz 3.00 GHz, RAM
8.00 GB.

La Tabla I presenta algunas de las métricas a utilizadas para
comparar el rendimiento de los filtros adaptativos 2D respecto
a la calidad de la imagen, donde I es la imagen original y
J es la imagen filtrada, M; y M5 son las dimensiones de
la imagen. py, @y, 01, 05 y oy son los promedios locales,
las desviaciones estdndar, y la covarianza cruzada para las
imdgenes I, J respectivamente. c¢; y cy son dos variables para
estabilizar la division.

TABLA 1
MEDIDAS DE CALIDAD DE IMAGEN [20], [14].

Meétrica de calidad de imag Foérmula
My M,
‘21 _ZIIQ(Z'J)
SNR 101 =)=
0810 | 1y My o o
> > UG g) = I 9)]
i=1j=1
My Mo 5
. I[I(GJ') = J(i,5)]
PSNR —101 ==
0810 M, Mo
1 M My >
RMSE 1(i,) — J(i, j
My M> igljgl[ @3) (@:9)
SSIM (2prpg +c1)(201 + c2)

(B2 + p2 +c1)(02 + 0% + c2)

La Tabla II presenta la comparacion de las diferentes
métricas. Un SNR de alto valor corresponde a bajo nivel de
ruido. Si el valor de RMSE es bajo representa una mejor
calidad de imagen y finalmente cuanto mayor sea el valor de
PSNR, mayor serd la tasa de calidad [21]. La medida del indice
de la similaridad estructural (SSIM) es un método para medir
la similaridad entre las imdgenes de entrada y de salida. El
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valor SSIM muestra la similaridad entre dos imagenes y debe
en lo maximo posible aproximarse a 1 [14].

TABLA II
COMPARACION CON DISTINTAS METRICAS. PSNR ~ 0 DB.

Parametros SSIM RMSE  SNR(OUT) PSNR(OUT)

Algoritmo Imagen u v @ M;  After denoisi [dB] [dB]
Cameraman ~ 0.001 0.1846 0.2019 83139 13.8963
2D-LMS Pout 0.001 0.0571 0.2021 6.7965 13.8878
Moon 0.001 0.0566 0.1879 58750 14.5195
Cameraman 005 0.1903 02094  7.9988 13.5812
2D-NLMS Pout 0.05 0.0588 0.2075 6.5677 13.6590
Moon 0.05 0.0593 0.1865 5.9409 14.5854
Cameraman - 180 1 u 0.1798 0.1902 8.8332 14.4156
2D-ARy Pout - 180 1o 0.0579 0.1881 74215 145128
Moon - 180 11 0.0524 0.1860  5.9652 14.6097

La Fig. 4 muestra la rapida convergencia del algoritmo de
filtro adaptativo 2D-AR~ y los valores de MSE se aproximan a
cero en la iteracion cercana a 200, lo cual implica una valiosa
eficiencia computacional del algoritmo de filtro adaptativo 2D-
AR7y.

—Cameraman
~Moon

. Pout

w oL |

2 10

s

=

w 1

o 1Y E|

§ A%

2 Y

n

c g,

R - 1

2 .

10°E I I I I I 3
50 100 150 200 250 300

Iteraciones

Fig. 4. Caracteristicas de convergencia del algoritmo de filtro adap-
tativo 2D-AR~y para todas las imdgenes de prueba.

Para analizar la robustez del algoritmo de filtro adaptativo
2D-AR%, se analiz6 el rendimiento de salida de los algoritmos
de filtro adaptativo 2D mediante diferentes valores de entrada
PSNR. La Fig. 5 muestran los valores de PSNR de entrada y de
salida utilizando los algoritmos de filtro adaptativo 2D-ARvy,
2D-LMS y 2D-NLMS. Para condiciones de ruido cambiantes,
el rendimiento del algoritmo de filtro adaptativo 2D-AR~y es
mds eficiente en la eliminacion de ruido que los otros dos
algoritmos y su solidez es buena segin los valores PSNR
de entrada variables. El indice de la similaridad estructural
(SSIM) en los tres algoritmos, se muestra en la Fig. 6. Lo cual
indica que a partir de cierto PSNR de entrada el algoritmo
2D-AR~ converge a 1 mucho mas rdpido que los otros dos
algoritmos del gradiente.

La eficacia del algoritmo 2D-AR+y en cuanto a robustez,
solidez e indice de similaridad se ve contrastada con la desven-
taja en un tiempo de ejecucién mas extenso en comparacion
con los otros dos algoritmos. La Tabla III, muestra el tiempo
de ejecucion de todos los algoritmos.

Finalmente se presenta las imdgenes restauradas con los
distintos filtros adaptativos. Las Fig. 7, 8 y 9 muestran cada
una de las imagenes ruidosas y restauradas mediante diferentes
algoritmos de filtro adaptativo 2D.
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Fig. 5. Output PSNR versus input PSNR para 2D-LMS, 2D-NLMS,
y 2D-AR~. (a) Cameraman (b) Pout (c) Moon.

TABLA III
TIEMPO (SEGUNDOS) DE EJECUCION DE LOS ALGORITMOS.

Algoritmo  Cameraman Pout Moon
2D-LMS 4.189153 4.328553  11.641359

2D-NLMS 4.942175 5.300619  14.013441
2D-ARvy 7.556363 7.878038  21.549461
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Fig. 6. SIMM versus input PSNR para 2D-LMS, 2D-NLMS, y 2D-
AR~. (a) Cameraman (b) Pout (c) Moon.

(c) (d)

Fig. 9. (a) Moon con ruido, Imagenes restauradas por (b) 2D-AR~y
(c) 2D-LMS (d) 2D-NLMS.

(©)

Fig. 7. (a) Cameraman con ruido, Imdgenes restauradas por (b) 2D-
AR~ (c) 2D-LMS (d) 2D-NLMS.
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V. CONCLUSION

En este articulo, el algoritmo AR~y se adaptd al filtrado
adaptativo 2D y se propuso por primera vez en la literatura
existente un nuevo algoritmo de filtro adaptativo 2D-AR~.
Bajo las condiciones segtin lo recomendado en la literatura, el
rendimiento de esté algoritmo se demostré en la configuracién
de cancelacién de ruido adaptable 2D. Los resultados de la
simulacién mostraron que el algoritmo de filtro adaptativo 2D-
AR~ supera el rendimiento de los dos algoritmos respecto a
las métricas utilizadas, demostrado una buena capacidad para
reducir el ruido en imdgenes digitales. Ademds, el algoritmo
propuesto presenta una convergencia mas rapida. En trabajos
futuros seria deseable realizar un andlisis con una base de
datos completa.
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