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An Effective VNS Algorithm for k-Medoids
Clustering Problem

José André de Moura Brito, Gustavo Silva Semaan and Augusto Cesar Fadel

Abstract—This paper proposes an algorithm based on VNS
metaheuristcs for k-medoids clustering, which is a NP-hard opti-
mization problem. The VNS algorithm was applied in fifty data
bases (instances) with small, medium, and large sizes, considering
the number of clusters between 2 and 7. The obtained results
from these experiments show the effectiveness of this approach,
comparing it with nine other related clustering algorithms and
an optimization formulation. Furthermore, we found that our
algorithm obtained the optimal solutions for the vast majority of
the cases.

Index Terms—k-medoids clustering, metaheuristcs, VNS, inte-
ger programming.

I. INTRODUCAO

andlise de agrupamentos é, atualmente, uma ferramenta
A indispensdvel para abordar e resolver uma variada gama
de aplicagdes reais associadas as dreas de Medicina, Estatis-
tica, Computacdo, Engenharia etc [1], [2]. De acordo com
[2], a andlise de agrupamentos é uma técnica de Estatistica
Multivariada, que contempla um conjunto de algoritmos que
sdo aplicados para segmentar bases de dados, compostas por
n registros (objetos) com f varidveis, em k grupos, ou seja,
resolver o problema de agrupamento (PA).

Ao aplicar tais algoritmos tem-se, como premissa, a for-
macdo de grupos com alto grau de homogeneidade inter-
namente (coesdo) e baixo grau de homogeneidade externa,
i.e., entre grupos distintos (separagdo) [3]. Por sua vez, para
definicdo de tais grupos e, consequentemente, avaliagdo da
solugdo, utiliza-se uma funcdo objetivo [4]-[7] baseada em
alguma métrica como, por exemplo, as distancias Euclidiana
ou de Manhattan.

Todavia, independentemente da métrica e da fungdo objetivo
consideradas [4]-[6], [8], [9], a obtencdo do 6timo global para
problemas de agrupamento (PA) consiste em uma tarefa com-
putacionalmente ardua [10]-[13]. Adicionalmente, o tamanho
do conjunto S, correspondente ao espaco de solucdes vidveis
para o PA, é definido pelo nimero de Stirling de Segundo
Tipo (ST) [8], conforme Eq. (1):
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possivel observar a partir da Fig. 1 que, mesmo ao fixar
=2

k (dois grupos), a medida que a quantidade de objetos
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n aumenta, os valores de ST crescem exponencialmente,
tornando invidvel a resolucdo do PA cldssico mediante a
aplicacdo de um algoritmo de forga bruta.
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Fig. 1. Ndmero de Stirling de segundo tipo (k = 2).

Considerando a complexidade dos PAs e suas variadas
aplicacdes, nas tultimas décadas, além do uso de algoritmos
de agrupamento de uso mais geral - hierdrquicos e ndo-
hierdrquicos [2], [8] - foram propostos diversos algoritmos
baseados em metaheuristicas [11], [14]-[16] e formulacdes de
programacdo matemadtica [4], [17], [18].

Em particular, neste trabalho é proposto um novo algoritmo
para o problema de agrupamento com k-medoids [19]. Um
medoid € definido, basicamente, como o objeto do grupo para
o qual a soma das distancias em relacdo aos demais objetos do
mesmo grupo € minima. De acordo com [19] e [20], algoritmos
baseados em medoids produzem grupos de maior qualidade
no que diz respeito a homogeneidade interna, mais robustos
a existéncia de outliers ou ruidos e sdo de uso mais geral,
sendo aplicdveis em bases de dados cujos objetos tém atributos
quantitativos e/ou qualitativos.

Embora, nas tdltimas décadas, tenham sido propostos diver-
sos algoritmos para este particular problema de agrupamento,
em geral eles produzem solucdes correspondentes a 6timos
locais de qualidade razodvel.

Com o objetivo de produzir solu¢des de boa qualidade,
este artigo propde um algoritmo baseado na metaheuristica
VNS (do inglés Variable Neighborhood Search, Busca em
Vizinhanga Varidvel) [21]-[23] e que tem os seguintes diferen-
ciais: (i) Eficdcia (qualidade) associada a definicdo de estrutura
de vizinhancas e procedimentos de busca local e perturbacao
que garantem a produgdo de solu¢des melhores, muitas vezes
otimos globais; (ii) Eficiéncia (velocidade) quando comparado
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com outras abordagens baseadas em metaheuristicas e (iii)
Estabilidade do algoritmo, ratificada pelos experimentos com-
putacionais.

Além da introducio, este artigo traz, na se¢do II, a descri¢do
do problema de agrupamento com k-medoids. Nas secdes III
e IV apresenta-se, respectivamente, uma revisao dos trabalhos
da literatura associados a este problema e uma descrigdo da
metaheuristica VNS e do algoritmo proposto. Na secdo V sdo
apresentadas as 50 bases de dados utilizadas nos experimentos
computacionais e a calibracdo dos parametros de entrada do
algoritmo VNS. Na secdo VI sao apresentados os resultados
obtidos nos experimentos e suas andlises. Por fim, a secdo VII
traz as conclusdes e os trabalhos futuros.

II. PROBLEMA DE AGRUPAMENTO COM k-MEDOIDS

Dado um conjunto X formado por n objetos com f va-
ridveis, tal que X = {1, ...,2;,...,Tn }, deve-se selecionar,
desse conjunto, k£ objetos que definam os medoids utilizados
para formacdo de k£ grupos definidos por Gy, ..., Gi e que, por
sua vez, satisfacam as seguintes restricdes:

|G| >1,r=1,...k ()

k
Uae . =x 3)

r=1
G.NG=0,r#1,1<nl<k 4)

Adicionalmente, define-se M = {mq,....,my} (M C X)
como o conjunto dos medoids, sendo cada elemento de M
correspondente ao indice do objeto de X selecionado como
o medoid do respectivo grupo. Os elementos de M sdo
determinados de forma que seja minima a soma das distancias
(Euclideana, Manhattan etc) dos (n — k) objetos restantes de
X ao seu medoid mais préximo, o que equivale a minimizar
a funcdo objetivo da Eq. 5:

k
fobj =" dm, ©)

r=1Vz;€G,

Para exemplificar o problema, considere um conjunto
X com n = 7 objetos e a definicio de dois medoids
(k = 2). Na matriz de distincias D = [d,;]7x7 apresentada
na Fig. 2, cada entrada d;; contém o valor da distancia entre
dois objetos x;,z; quaisquer de X. Neste exemplo, sio
apresentadas duas solugdes vidveis (conjuntos de medoids)
denotadas, respectivamente, por M; = {2,4} e My = {1,5}.
Considerando essas solugdes e a fungdo objetivo definida na
Eq. 5, ao efetuar-se a alocacdo dos 5 objetos restantes de X
ao grupo cujo medoid associado esteja mais proximo, sio
obtidos os seguintes valores para func¢do definida em Eq. (5):
fobjiy = 30 e fobja = 25. Neste caso, a melhor solugio
estd associada a Mo, sendo G = {1,2} e G5 = {5, 3,4,6,7}.

De acordo com [24], assim como outros PA’s, o problema
dos k-medoids é NP-dificil. Tal caracteristica direciona, natu-
ralmente, para a adocao de abordagens baseadas em algoritmos
heuristicos que, mesmo sem garantir a obtencdo de solucdes
otimas globais, podem produzir solugdes que sdo 6timos locais
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Fig. 2. Matriz de Disténcias.

de boa qualidade, demandando baixo tempo (custo) computa-
cional [25]. Ainda nesse sentido, para bases de dados com
nimero de objetos da ordem de até centenas, pode-se utilizar
a formulacdo apresentada a seguir - proposta inicialmente em
[26], cuja resolucdo se dd mediante aplicacdo de métodos
exatos como Branch and Cut ou Branch and Bound [27].
Todavia, por conta do seu niimero quadritico de varidveis
(n?4-n) e restri¢des (n?+n-+1), a resolugio de tal formulagdo
pode demandar um tempo computacional expressivo, por vezes
inaceitavel.

Nesta formulacdo, y; é uma varidvel 0-1 que assume valor
1 se 0 i—ésimo objeto de X (i = 1,...,n) é definido como
medoid e zero em caso contrério; x;; também é uma varidvel
0-1 que assume valor 1 se o j—ésimo objeto é alocado ao
grupo definido pelo medoid ¢. A funcdo objetivo em Eq. (6)
minimiza a soma das distdncias dos objetos dos grupos aos
seus respectivos medoids. A restricdo Eq. (7) garante que cada
objeto j deve ser associado a um unico medoid. A restricao
Eq. (8) garante que um objeto j somente pode ser associado
a um objeto ¢ se este objeto for definido como medoid. A
restricdo da Eq. (9) garante que o nimero de medoids ¢ igual
a k e na Eq. (10) temos as restricdes de integralidade.

Mim'mizez Zdijxij (6)
i=1 j=1
S ey =1j=1,..n )
i=1
xljgy“'[/:]_,’n’]:l,,n (8)
Sy =k ©)

yi,%i; €{0,1},4,5=1,...,n (10)

III. TRABALHOS RELACIONADOS

Um algoritmo bem conhecido (década de 90) e muito
utilizado para este problema até os dias atuais, denominado
PAM [19], determina os k-medoids e os respectivos grupos,
mediante a aplicagcdo de dois procedimentos, sejam eles: Build
correspondente a uma solu¢do gulosa e Swap correspondente
a uma busca local. Uma variante desse algoritmo, denominada
CLARA (Clustering Large Applications) [19], consiste, basi-
camente, na combinagdo de um procedimento de amostragem
aleatdria simples e do algoritmo PAM.

Além desses dois algoritmos, nas dltimas décadas, foram
desenvolvidas propostas mais sofisticadas, em que algumas
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eram mais focadas na eficiéncia (velocidade) e outras na efica-
cia (qualidade das solucdes). Em [20] é proposta uma versao
modificada do algoritmo CLARA, denominada CLARANS,
que tem por base conceitos de Teoria dos Grafos e utiliza
uma técnica de computa¢do mais intensiva para determinacio
dos medoids. Em [28] os medoids sdo definidos em funcdo
da maximizag@o do indice de silhueta [3]. J4 em [29], com
objetivo de reduzir o tempo computacional demandado pelo
algorito PAM e produzir solu¢des de melhor qualidade, é
proposto um algoritmo denominado CLATIN, que introduz
uma modifica¢do no procedimento de swap. Em [30] o algo-
ritmo PAM ¢ revisitado, sendo também propostas melhorias no
procedimento de swap. Em [31] é apresentado um algoritmo
rapido e que utiliza algumas ideias do algoritmo k-means
para definir os medoids iniciais, e em [32] é apresentada uma
heuristica lagrangiana para o problema dos k-medoids.

No algoritmo proposto em [33], em cada iteragdo os
medoids sdo atualizados para o objeto mais dissimilar em
relacdo aos demais objetos do grupo e, uma vez atingido o
nimero médximo de iteragdes, cada objeto € alocado ao grupo
cujo medoid é mais similar. Segundo os autores, tal estratégia
possibilita escapar de 6timos locais de baixa qualidade.

Com base em trabalhos mais recentes, em [34] é proposto
um algoritmo que utiliza uma medida de varidncia para
determinar os medoids, com foco na eficiéncia. Em [35]
é feita a proposta de um algoritmo paralelizado, denotado
PAMAE, que pode ser aplicado em bases de dado de grande
porte e atingir uma boa acuricia e eficiéncia. Em [36] sdo
propostas versdes mais rdpidas dos algoritmos PAM, CLARA
e CLARANS, a partir do aperfeicoamento do procedimento de
swap utilizado no algoritmo PAM. Em [37] também € proposto
um algoritmo paralelizado para o problema dos k-medoids,
mas considerando o nimero de grupos variavel. O trabalho de
[38] traz a proposta de um algoritmo que seleciona os medoids
iniciais utilizando uma fung¢do de varidncia e conceitos de
densidade. Em [39] é desenvolvido um algoritmo que produz
bons limites primais e duais para o problema dos k-medoids
e que tem por base o método do subgradiente.

De modo adicional, sdo apresentados trabalhos baseados
na aplicacdo de metaheuristicas, como o Algoritmo Genético
proposto por [40] para bases de dados de grande porte.
Em [41] € apresentado um algoritmo genético hibrido -
denominado HKA, que combina a aplicagdo de um operador
de cruzamento com um procedimento de busca local baseado
no algoritmo k-means. Em um trabalho relacionado [42] é
proposta uma variante do algoritmo genético apresentado
em 2004 por [41] e que resolve problema dos k-medoids
sem considerar o valor de k fixo, utilizando, para isso, a
combinagdo de um operador de cruzamento com o indice de
Davies-Bouldin. No trabalho de [43] é proposto um algoritmo
baseado na metaheuristica BRKGA (Biased Random Key
Genetic Algorithm) e em [44] um algoritmo hibrido baseado
no CRO (Chemical Reaction Optimization).

IV. METAHEURISTICA VNS E ALGORITMO PROPOSTO

A Busca em Vizinhanca Varidvel [21], [22], é uma
metaheuristica que possibilita uma exploragdo eficiente do
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espaco de solugdes vidveis S de problemas de otimizagdo
combinatdria, mediante a troca sistematica de estruturas de
vizinhanga. O VNS se diferencia de outras metaheuristicas
baseadas em métodos de busca local por ndo considerar
uma trajetéria, mas por explorar vizinhangas gradativamente
mais distantes da solucdo atual, focando a busca local em
uma regido em torno de uma nova solucdo somente se ha
melhoria no valor da funcdo objetivo. Adicionalmente, a busca
local implementada no VNS deve realizar uma sequéncia de
modificagdes em uma vizinhanga de uma solugo, procurando
melhorar o valor da fung@o objetivo até que um 6timo local
seja encontrado. Contudo, em muitos casos, o 6timo local
estd distante do 6timo global, sendo necessdrio analisar o
valor da funcdo objetivo em outras vizinhangas, a fim de
encontrar solu¢des melhores. Por fim, a defini¢cdo da estrutura
de vizinhangas estd intrinsecamente associada ao problema
de otimizag¢do em questdo, tendo impacto direto na qualidade
das solu¢des produzidas na busca local. A descricdo detalhada
dessa metaheuristica e de suas variantes pode ser encontrada
em [21]-[23].

A Fig. 3 traz o pseudocddigo do VNS bdsico (problema de
minimizac¢do). Na linha 3, constréi-se uma solu¢do inicial de
forma aleatdria ou mediante aplica¢do de alguma heuristica de
construcdo. Em cada iteracdo do VNS seleciona-se (linha 8),
mediante aplicacdo de um procedimento de perturbagdo, uma
solu¢@o qualquer s’ contida na vizinhanga N, (s) associada a
solucdo atual s. Em seguida, aplica-se uma busca local sobre
a solugdo s’ (linha 9). Caso o valor de fun¢do objetivo da
solugdo 6tima local s” (f(s”)) seja inferior ao valor de f(s),
¢ realizada a atualizagdo da solucdo atual s com s” e retorna-se
a primeira vizinhanga Ni(s). Caso contrério, incrementa-se a
ordem de estrutura de vizinhanga (linha 15), gera-se um novo
vizinho em relacdo a solugdo s e aplica-se novamente a busca
local. O critério de parada comumente adotado (linha 4) nesta
metaheuristica € o nimero de iteracdes.

1 Defina as estruturas de vizinhanca N, , v=1,..,vy .,
2 niter<0

3 s« Construa_solucdo

4 Enquanto (niter<MAXITER) Faca
5 niter«niter+1

6 vel

7 Enquanto (v<vy,) Faca

8 5"« Perturbacio (s,N,)
9 s"«Busca_Local (s",N;)
10 Se (f(s”) < f{s]) Entdo

11 s 5"

12 ve1

13 niter<—0

14 Sendo

15 vev+l

16 Fim-se

17 Fim-Enquanto

18 Fim-Enquanto

19 Retornes

Fig. 3. Algoritmo VNS.

Apresenta-se a descricdo da estrutura de vizinhanga e dos
procedimentos de construg¢do, perturbacido e busca local pro-
postos para o problema dos k-medoids.
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A. Algoritmo VNS

No algoritmo VNS proposto para o problema de agrupa-
mento com k-medoids, denominado VNSKMED, cada solucéo
¢é representada por um vetor s com k posi¢cdes correspon-
dentes aos medoids, ou seja, s = (my, ma, ..., my) (conjunto
dos medoids M definido na se¢do II). No procedimento de
construcdo sdo gerados g vetores s - objetos associados aos
medoids que sdo selecionados aleatoriamente de X, sendo
definido como solucdo inicial s, aquela que produz o menor
valor para a fungéo objetivo da Eq. (5).

A estrutura de vizinhangas N,(s) é definida da seguinte
maneira: dada uma solucdo s, toma-se, para cada um dos seus
medoids, os p objetos z; € X mais proximos (de acordo
com a distancia euclidiana). Os indices desses objetos sdo
armazenados em uma matriz Mj, . Além disso, uma solucdo
s’ € N,(s) difere de s por, exatamente, v medoids.

A fim de ilustrar essa estrutura de vizinhangas, suponha
n=230,k=3, 5= (2,728),p=3eamatriz M' com os
indices dos trés objetos mais préximos (em ordem crescente)
de cada um dos medoids de s.

1 11 14
M'=1]16 5 10
9 20 19

Considerando estas informagdes, uma possivel solu¢do na
vizinhanga N (s), produzida a partir de uma perturbagéio em
s pode ser s’ = (11, 7,8). De igual forma, no caso de Na(s),
outra solugdo possivel é: ' = (1,7, 20).

Na busca local, considerando a mesma defini¢do de estrutura
de vizinhanga, constréi-se uma matriz MZ, ; com os [ elemen-
tos (objetos) mais proximos de cada um dos k medoids de s’
Em seguida, toma-se os C’,’j_l subconjuntos de medoids de
s’ e combina-se cada um desses subconjuntos com cada um
dos elementos de M2, produzindo-se, no total, ¢ solugdes s;
(g = k20). Por fim, em um passo posterior, calcula-se o valor
da funcdo objetivo da Eq. (5) para cada solugdo s; e define-se
w = argminj=1,.. qf(s;) e s = s, ou seja, é considerada
a estratégia best improvement. Caso o valor de f(s") < f(s),
sendo s a melhor solugdo obtida até o momento, define-se
s = s e repete-se o procedimento de busca local, até que
F(s") > f(s).

Utilizando, como exemplo, a solugdo s’ = (11,7,8), | = 2
e a matriz M2, ao aplicar a busca local, sdo produzidas as
dezoito solugdes s; apresentadas na Fig. 4. A defini¢do dos
valores de g e [ serd objeto de discussdao na secdo V, onde é
descrito um experimento de calibragcdo de parametros.

4 21
M*=1]16 5
9 20

V. BASES DE DADOS E CALIBRACAO DE PARAMETROS

De forma a avaliar a performance do VNSKMED frente
a um conjunto de nove algoritmos da literatura e a for-
mulagdo descrita na secdo II, foram utilizadas 50 bases de
dados diversificadas quanto ao nimero de objetos (n) e
varidveis (f). Nessas bases, n varia entre 49 e 5.000 e f
varia entre 1 e 1.213, conforme apresentado na Tabela I.
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Fig. 4. Solugdes s; produzidas na Busca Local.

Ainda nesse sentido, tendo por objetivo a comparabilidade
e reprodutibilidade dos experimentos, a funcdo em R que
implementa o algoritmo VNSKMED e todas as bases estdo
disponiveis em https://github.com/jambrito/VNSKMED.

TABELA 1
INFORMACOES SOBRE AS BASES DE DADOS.
Base n f Base n f
2-FACE* 200 2 IONOSPHERE 351 34
200DATA 200 2 IRIS 150 4
400P3C 400 2 MARONNA 200 2
Al 3.000 2 MORESHAPES 489 2
AGGREGATION 788 2 NEW-THYROID 215 5
BANKNOTE 1.372 5 NORMAL300 300 2
BREASTB 49 1213 NUMBERS2 540 2
BROKEN-RING* 800 2 OUTLIERS 131 2
BUPA* 345 6  PARKINSONS 195 23
CHART 600 60  PIB.MINAS 853 1
COMPOUND 399 2 PIB100 100 1
CONCRETEDATA 1.030 9 PRIMA.INDIANS 569 8
DBLCA 141 661  RUSPINI 75 2
DBLCB 180 661 SONAR 208 60
DOWIJONES 750 4 SPHERICAL4D3C 400 3
ECOLI 336 7  SPRDESP 645 2
FACE 296 2 SYNTHETICCONTROL 600 51
FORESTFIRES* 517 7  TRIPADVISOR 980 10
GAMMA400 500 3 UNIFORM400 400 2
GAUSS9* 900 2 UNIFORM700* 700 2
GLASS 214 9 VOWEL2* 528 2
HABERMAN 306 3 WAVEFORM21 5000 21
HAYES-ROTH 132 6 WDBC 569 30
INDIAN 583 9 WINE 178 13
INDOCHINACOMBAT 72 4  YEAST 1.484 7

Conforme apresentado anteriormente, um fator que con-
tribui para boa performance de qualquer metaheuristica é
a determinacdio dos valores associados ao seu conjunto de
pardmetros. No caso do algoritmo VNSKMED, tais valores
foram definidos a partir de um experimento preliminar de ca-
libracdo. Mais especificamente, foram selecionadas sete bases
(assinaladas com asterisco na Tabela I), dentre as 50 bases de
dados, sendo o VNSKMED executado 5 vezes para cada base,
considerando k € {3,4,5} e 192 combinagdes dos pardmetros
Umaz, MAXITER, p el - perfazendo 20.160 execugdes (n°
bases x valores de k£ x combinagdes dos pardmetros x 5) do
algoritmo. A descri¢do dos pardmetros e valores considerados
neste experimento sdo apresentados na Tabela II.
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TABELA 11
PARAMETROS CALIBRADOS NO ALGORITMO VNSKMED.

Parametro Descricao Valores
VUmaz Miximo de Vizinhangas {2,3,4,5}
MAXITER  Méximo de Iteragdes sem Melhoria {5,10, 15,20}
p N° Vizinhos dos medoids na Perturbagdo {5, 10,15}
l N° Vizinhos dos medoids na Busca Local ~ {10, 30,50, 100}

Considerando cada combinagdo destes quatro paridmetros,
bases de dados e valores de k, foi calculada a média dos
valores de fun¢do objetivo (Eq. (5)) obtidos nas 5 execugdes.
Em seguida, tomando-se como combinacio vencedora aquela
correspondente ao maior nimero de solugdes com menores
valores da média (em todas as bases e valores de k), chegou-se
a seguinte quadrupla: v,,4, = 3 (correspondente aos melhores
valores, em particular, para k = {4,5}), MAXITER = 10,
p =10 e [ = 30. O parametro g, correspondente ao nimero
de solucdes geradas mediante a aplicagdo do procedimento de
construcio, foi fixado a priori como 20.

VI. EXPERIMENTOS COMPUTACIONAIS

Nesta secao sdo apresentados resultados relativos a apli-
cacdo do algoritmo VNSKMED, da formulagido descrita na
secdo II e de nove algoritmos da literatura, a saber: PAM e
CLARA [19], FASTPAM, FASTCLARA e FASTCLARANS
[36], HKA [41], PARK [31], RANK [33] e BRKGA [43].

Os algoritmos VNSKMED e HKA foram implementados
utilizando a linguagem de programacido R [www.r-project.org]
[45] e o cddigo do algoritmo BRKGA (em R) foi cedido pelos
autores. Os demais algoritmos estdo disponiveis em fungdes
implementadas em dois pacotes do R, conforme Tabela III.
A formulacdo foi implementada utilizando o solver de oti-
mizac¢do Gurobi (versdo 9.1), disponivel no pacote gurobi no
R. Todos os experimentos relacionados a aplicacdo dos nove
algoritmos e da formulacéo foram realizados em um computa-
dor com 16GB de memoéria RAM e dotado de processador
AMD FX-6300 com 3.50 GHz.

TABELA 1III
PACOTES ASSOCIADOS AOS ALGORITMOS.

Algoritmo Pacote
PAM, CLARA cluster
FASTPAM, FASTCLARA, FASTCLARANS  fastkmedoids

A. Experimento [

O VNSKMED e os nove algoritmos foram aplicados nas
50 bases de dados da Tabela I, considerando k € {2,...,7}
(300 solugdes por algoritmo). Além disso, utilizando o mesmo
intervalo de variag¢@o de k£ e o tempo maximo de execucdo de 3
horas para o solver Gurobi, a formulagdo foi aplicada em 49
bases de dados, excetuando-se a base WAVEFORM?21 onde
ndo foi possivel aplicar o solver, por conta de um erro de
memoria. A partir do uso do Gurobi, foram obtidos os 6timos
globais para 48 bases para todos os valores de k. O tinico caso
onde ndo foi produzido o 6timo global, considerando o tempo
de 3 horas, diz respeito a base Al.
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Os parametros do VNSKMED foram definidos no experi-
mento de calibra¢do reportado na secdo V. Para os algoritmos
HKA e BRKGA foram adotados os valores de parametro apre-
sentados, respectivamente, em [41] e [43]. Por fim, em relacdo
aos demais algoritmos da literatura, foram considerados os
valores padrdes das funcdes disponiveis nos pacotes listados
na Tabela III.

A partir deste experimento obteve-se o valor de fungio
objetivo (Eq. (5)) e o tempo de processamento. Os valores
da funcdo objetivo foram utilizados para calcular, por nimero
de grupos: (i) percentual de 6timos globais produzidos pelos
algoritmos, tendo por base o total de 6timos globais pro-
duzidos pela formulacdo no tempo méiximo de 3 horas; (ii)
percentual de melhores solugdes (vencedoras): melhor solugéo
produzida considerando os nove algoritmos e a formulagdo,
nao necessariamente correspondente a um Gtimo global e (iii)
as estatisticas resumo calculadas a partir dos gaps relativos
(Eq. (11)) obtidos a partir da diferenca entre a solucdo
vencedora (Spes¢) € a solucdo produzida por cada um dos
algoritmos e a formulagdo (sqi4f), para as 50 bases de dados
(no caso da base WAVEFORMI1 foi considerada, como a
solucdo vencedora, aquela associada a, pelo menos, um dos
nove algoritmos) e k € {2,...,7}.

gap = 100.(Saigf — Svest)/ Spest (11

Analisando a Tabela IV verifica-se a eficicia do VNSKMED
frente aos demais algoritmos, tendo em vista seu o percentual
de 6timos globais produzidos - fung¢do do total de 6timos
globais - Nglobal (em negrito) produzidos pela formulagéo.
Em particular, para k = 2 e £ = 3, o VNSKMED produziu
o 6timo em 100% dos casos e o percentual mais baixo
desse algoritmo, da ordem de 92%, ocorreu para k = 6.
Adicionalmente, os algoritmos BRKGA, PAM, PAMF e HKA
foram os que apresentaram os percentuais de 6timos globais
mais préximos do VNSKMED. O cendrio mais favordvel
a esses quatro algoritmos ocorreu para k = 2, quando as
diferencas foram, em pontos percentuais, de, respectivamente,
42% e 10.4% (HKA e BRKGA) e 20.8% (PAM e PAMF).
Os algoritmos RANK, CLARANSF e CLARA produziram os
menores percentuais.

TABELA IV

PERCENTUAIS DE OTIMOS GLOBAIS POR ALGORITMO E k.
Algoritmo k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7
BRKGA 89.6 87.5 688 50.0 333 375
CLARA 8.3 2.1 42 2.1 42 2.1
CLARAF 229 18.8 6.2 6.2 0.0 0.0
CLARANSF 6.2 42 6.2 2.1 0.0 0.0
HKA 95.8 77.1 58.3 39.6 29.2 20.8
PAM 79.2 72.9 70.8 58.3 479 52.1
PAMF 79.2 70.8 70.8 54.2 479 52.1
PARK 33.3 14.6 14.6 6.2 2.1 0.0
RANK 2.1 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
VNS 100.0  100.0 97.9 97.9 91.7 93.8
Nglobal 48/50  48/50  48/50  48/50  48/50  48/50

Por fim, observa-se que a performance dos nove algoritmos
da literatura é fortemente impactada a medida que k£ aumenta,
sendo VNSKMEDS o tnico algoritmo estavel.

A Tabela V traz os gaps médios (Me) e medianos (Md) entre
as solugoes, onde as células em negrito e as células em italico
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e sublinhado correspondem, respectivamente, a valores de gap
com média (Me) e mediana (Md) nos seguintes intervalos
[0,0.1%] e (0.1%,0.5%)]. O VNSKMED produziu, em geral,
valores de gaps de 0%. Em particular, analisando-se o gap
médio, o pior resultado do VNSKMED foi de 0.4% para
k=6¢ek="7. Além disso, os algoritmos BRKGA, PAM e
PAMF s@o os que apresentaram gaps mais préximos aos gaps
do VNSKMED (inferiores a 1.0%), seguidos pelo algoritmo
HKA. Por fim, o algoritmo RANK foi o que apresentou os
piores resultados, independentemente do nimero de grupos,
o que pode ser constatado pelos seus gaps percentuais que
variaram entre 24.1% e 47.7% no caso médio e entre 14.6%
e 28.0% no caso mediano.

TABELA V
GAPS PERCENTUAIS POR ALGORITMO E k.

k=2 k=3 k=4

Probs Md Me Md Me Md Me

BRKGA 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.1
CLARA 14 1.7 2.2 3.0 4.0 4.1
CLARAF 0.2 0.5 0.4 1.0 0.8 1.5
CLARANSF 1.2 1.4 1.5 2.3 1.9 3.0
HKA 0.0 0.0 0.0 0.1 0.0 03
PAM 0.0 0.3 0.0 0.2 0.0 0.3
PAMF 0.0 0.3 0.0 0.3 0.0 03
PARK 0.4 2.5 1.1 3.5 1.8 5.9
RANK 146 241 198 322 255 349
VNSKMED 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

k=5 k=6 k=7

Probs Md Me Md Me Md Me

BRKGA 0.0 0.3 0.2 0.3 0.2 04
CLARA 4.8 53 5.8 7.2 6.3 6.8
CLARAF 1.1 1.5 1.4 2.0 1.8 2.5
CLARANSF 2.5 3.9 32 4.5 2.8 5.0
HKA 0.1 0.5 0.2 1.3 0.6 1.5
PAM 0.0 0.3 0.0 0.4 0.0 0.5
PAMF 0.0 0.3 0.0 0.4 0.0 0.5
PARK 4.7 7.6 4.1 9.0 6.2 13.6
RANK 269 37.0 28.0 477 263 429

VNSKMED 00 01 00 04 00 04

A Fig. 5 traz, por valor de k£ e em relacdo aos melhores
algoritmos, os percentuais de melhores solu¢des produzidas.
Mais uma vez, o algoritmo VNSKMED teve performance
superior aos demais algoritmos, com percentuais entre 92% e
100%, sendo seguido pelos algoritmos BRKGA, PAM e HKA.

Além da andlise da eficicia do algoritmo VNSKMED,
apresenta-se, na Tabela VI, uma andlise de sua eficiéncia,
tendo por base os tempos de processamento (em segundos)
desse algoritmo e dos algoritmos BRKGA e HKA, além da
formulagdo. Tal andlise ficou restrita aos trés algoritmos, uma
vez que, por serem baseados em metaheuristicas, demandam
uma computacdo intensiva, o que implica, consequentemente,
mais tempo de processamento na busca por solugdes de boa
qualidade. Os demais algoritmos considerados, sdo rapidos,
com tempo de execugdo da ordem de poucos segundos, porém,
em geral, produzem solucdes de qualidade inferior aquelas
alcancadas pelo VNSKMED, conforme pode ser observado
nas Tabelas IV e V.

A partir da Tabela VI pode-se obervar que, entre os trés
algoritmos baseados em metaheuristicas, o VNSKMED foi,
na maioria dos casos, mais eficiente tanto em termos da
média quanto da mediana. Quando comparado a Formulacio,

Melhores Solugdes por Algoritmo x Num. Grupos

100 %-
95 %-
90 %-
85 %-
80 %-
75 %
70 %-
65 %-
60 %-
55 %-
50 %-
45 %-
40 %-
35 %-
30 %-
25 %-
20 %-
15 %-
10 %-

5 %"
0 %- —

Percentual

2 3 4 5 6 7
k

Algoritmos: [ BRKGA [J HKA ll PAM M VNSKMED

Fig. 5. Percentuais Melhores Solucdes

observa-se que, para todos os valores de k, o VNSKMED
apresentou, em média, tempos inferiores.

TABELA VI
ESTATISTICAS DOS TEMPOS DE PROCESSAMENTO.

Média
k VNSKMED HKA BRKGA Formulagdo
2 83 2077 472 281.4
3 16.8 2235 67.4 298.4
4 313 2441 744 3233
5 504 2695 85.9 318.4
[§ 80.6 277.1 89.7 307.6
7 111.8  286.6 94.1 310.0

Mediana
k VNSKMED HKA BRKGA Formulacio
2 42 1545 37.3 249
3 9.5 1735 39.5 22.7
4 20.8  186.2 52.8 16.1
5 373 2170 63.7 18.3
6 67.5 225.1 59.1 18.9
7 78.8  240.8 71.4 19.0

B. Experimento 11

Para analisar a estabilidade do VNSKMED, algoritmo com
a maior eficdcia, foi realizado um segundo experimento com
um subconjunto de 10 bases de dados apresentadas na Tabela
VIl e k € {3,4,5,6} - totalizando 40 cendrios. O algoritmo
VNSKMED foi aplicado 10 vezes nessas bases (para cada
k), sendo armazenados, em cada execugdo, o valor de funcio
objetivo associado a melhor solugdo produzida.

Na Tabela VII, s.s; corresponde ao valor da funcio obje-
tivo obtido no Experimento I e para as demais colunas sdo
apresentadas as estatisticas associadas aos valores de funcao
objetivo obtidos a partir das 10 execu¢des do VNSKMED,
quais sejam: minimo (Min), média (Me), mediana (Md) e
maximo (Max), além do coeficiente de variagdo (cv) em
valores percentuais.

Analisando-se essa Tabela, verifica-se que, nos 40 cendrios
avaliados, o valor minimo (Min) obtido para a funcao objetivo
foi igual ao valor da solucdo produzida pelo VNSKMED no
Experimento I (spest). Além disso, em 39 dos 40 cendrios o
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coeficiente de variacdo foi igual a zero e com valor inferior a
0.03% em tnico um caso. Isso significa que, na maioria das
execugdes, o algoritmo produziu a mesma solucdo e que esta
corresponde a melhor solugdo, uma vez que a solugao média,
em todos dos casos, foi igual a solu¢do minima.

TABELA VII
ESTATISTICAS DA FUNCAO OBJETIVO.
k=3
Bases Shest Min Me cv Md Max
BANKNOTE 1.2418 1.2418 1.2418 0.0000 1.2418 1.2418
BROKEN-RING 0.8039 0.8039 0.8039 0.0000 0.8039 0.8039
BUPA 1.7615 1.7615 1.7615 0.0000 1.7615 1.7615
CONCRETEDATA 24723 24723 24723 0.0000 24723 24723
FORESTFIRES 1.8502 1.8502 1.8502 0.0000 1.8502  1.8502
HABERMAN 1.1274  1.1274  1.1274 0.0000 1.1274 1.1274
IONOSPHERE 42167 42167 42167 0.0000 4.2167 4.2167
NEW-THYROID 1.2145 1.2145 1.2145 0.0219 1.2145 1.2153
NUMBERS2 0.7798 0.7798 0.7798  0.0000 0.7798  0.7798
WDBC 39913 3.9913 39913 0.0000 3.9913 3.9913
k=
Bases Sbest Min Me cv Md Max
BANKNOTE 1.1118  1.1118 1.1118 0.0000 1.1118 1.1118
BROKEN-RING 0.6089  0.6089 0.6089  0.0000 0.6089  0.6089
BUPA 1.6599  1.6599 1.6599  0.0000 1.6599  1.6599
CONCRETEDATA 22994 22994 22994 0.0000 2.2994 2.2994
FORESTFIRES 1.7314  1.7314 1.7314 0.0000 1.7314 1.7314
HABERMAN 0.9849 0.9849 0.9849 0.0000 0.9849  0.9849
IONOSPHERE 39613 39613 39613 0.0000 3.9613 3.9613
NEW-THYROID 1.0769 1.0769 1.0769  0.0000 1.0769  1.0769
NUMBERS2 0.6016  0.6016 0.6016 0.0000 0.6016 0.6016
WDBC 3.8405 3.8405 3.8405 0.0000 3.8405  3.8405
k=
Bases Sbest Min Me cv Md Max
BANKNOTE 1.0103  1.0103 1.0103  0.0000 1.0103 1.0103
BROKEN-RING 0.5150  0.5150 0.5150 0.0000 0.5150 0.5150
BUPA 1.5718  1.5718 1.5718 0.0000 1.5718 1.5718
CONCRETEDATA  2.1755 2.1755 2.1755 0.0000 2.1755 2.1755
FORESTFIRES 1.6585 1.6585 1.6585 0.0000 1.6585  1.6585
HABERMAN 0.8903  0.8903  0.8903  0.0000 0.8903  0.8903
IONOSPHERE 3.8079 3.8079 3.8079 0.0000 3.8079  3.8079
NEW-THYROID 0.9841 0.9841 0.9841 0.0000 0.9841 0.9841
NUMBERS2 0.5253  0.5253  0.5253  0.0000 0.5253  0.5253
WDBC 37149  3.7149 3.7149  0.0000 3.7149  3.7149
k=6
Bases Shest Min Me cv Md Max
BANKNOTE 0.9380 0.9380 0.9380 0.0000 0.9380 0.9380
BROKEN-RING 0.4683  0.4683 0.4683 0.0000 0.4683  0.4683
BUPA 1.5149  1.5149 15149 0.0000 1.5149 1.5149
CONCRETEDATA  2.0612 2.0612 2.0612 0.0000 2.0612 2.0612
FORESTFIRES 1.5903  1.5903  1.5903  0.0000 1.5903  1.5903
HABERMAN 0.8311 0.8311 0.8311  0.0000 0.8311 0.8311
IONOSPHERE 3.6632  3.6632 3.6632 0.0000 3.6632  3.6632
NEW-THYROID 0.9255 0.9255 0.9255 0.0000 0.9255 0.9255
NUMBERS2 0.4484 04484 0.4484 0.0000 0.4484 0.4484
WDBC 3.6003 3.6003 3.6003 0.0000 3.6003  3.6003

VII. CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho foi apresentado um algoritmo baseado na
metaheuristica VNS, que foi aplicado a resolu¢do do problema
de agrupamento com k-medoids. Para avaliar a performance
do algoritmo foram realizados experimentos com 50 bases de
dados variadas, comparando o VNSKMED com o classico al-
goritmo PAM, suas variantes e outros algoritmos da literatura.
Adicionalmente, foi utilizada uma formulacao de programacao
inteira para resolver este problema, que permitiu avaliar o
percentual de 6timos globais produzidos pelo algoritmo.

O VNSKMED, os algoritmos da literatura e a formulacdo
foram aplicados nestas bases, de forma a produzir solucdes
com nimero de grupos variando entre 2 e 7. A partir das
solugdes produzidas, foram avaliados: percentuais de 6timos
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globais, percentuais de melhores solu¢des e os gaps rela-
tivos. Os resultados obtidos neste experimento mostraram a
superioridade do VNSKMED frente aos demais algoritmos,
inclusive em relagdo ao algoritmo PAM, considerado um dos
mais eficazes da literatura para este problema, além dos algo-
ritmos HKA e BRKGA, também baseados em metaheuristicas.

Em relacdo aos 6timos globais, 0 VNSKMED produziu, em
geral, percentuais superiores a 91%. Em particular, foi obtido o
percentual 100% para k = 2 e k = 3, sendo da ordem de 92%
o menor percentual observado (kK = 6). Quanto as solucdes
de melhor qualidade, foram observados (Fig. 5) percentuais
entre 100 e 92% e, concomitantemente, baixos valores para
os gaps, tomando por base as solucdes deste algoritmo e a
melhor solu¢do produzida.

No segundo experimento, onde o VNS foi aplicado 10 vezes
em um subconjunto de 10 bases de dados, foi possivel observar
a estabilidade do algoritmo quanto a qualidade das solucdes
produzidas. Tal afirmagdo é corroborada pelos resultados da
Tabela VII, em particular, a partir da avaliagdo conjunta da
média e dos valores do coeficiente de variacdo dos valores
obtidos para funcdo objetivo.

Assim, a partir dos resultados apresentados neste artigo,
onde foram considerados experimentos com um substancial
conjunto de bases de dados, foi possivel constatar a eficicia
e a eficiéncia do VNSKMED frente a outros algoritmos da
literatura, o que indica que esse algoritmo constitui uma boa
alternativa para resolucdo do problema dos k-medoids.

Como trabalhos futuros, pretende-se desenvolver novos pro-
cedimentos de busca local e novas defini¢des de vizinhanga,
além de um procedimento baseado em Reconexdo por Ca-
minhos [23] (Path Relinking), para produzir solu¢des de boa
qualidade, demandando menor tempo de processamento. Outra
possibilidade € resolver o problema dos k-medoids sem definir,
a priori, o ndmero de grupos, caracterizando o problema de
agrupamento automadtico. Para atingir tal objetivo, pode-se
fazer uma adaptacdo do VNSKMED, mediante a utilizacio
da silhueta média [11] em combinacdo com a fungdo objetivo,
de forma a definir o niimero ideal de grupos.
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