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Fault Detection and Isolation Via a Novel Convex
Optimization Scheme

D. Quintana, V. Estrada-Manzo, and M. Bernal

Abstract—This work deals with the design of nonlinear ob-
servers and their application to fault diagnosis and isolation.
The methodology is based on convex optimization techniques;
it considers the general problem of unmeasurable premises.
Algebraic rearrangements and Taylor series are employed in
order to obtain an adequate error system dynamics. Thus, the
error system is exactly expressed as a convex tensor-product
which allows designing the observer gains by means of linear
matrix inequalities. Academic examples are provided in order to
illustrate the advantages of the proposal.

Index Terms—Convex Optimization, Fault Detection, Linear
Matrix Inequality, Nonlinear Observer, Taylor Series.

I. INTRODUCCION

L PROBLEMA de estimacién de estados es muy impor-

tante en el area de control moderno [1]; por ejemplo,
para esquemas de retroalimentacién de estado [2], estimacion
de entradas desconocidas [3], monitoreo de sistemas [4], entre
otros. El disefio de estimadores, también conocidos como
observadores de estado, ha sido ampliamente abordado desde
su aparicién para el caso de sistemas lineales [1] asi como no
lineales [5].

Los observadores de estado también han sido aplicados
para la deteccién y aislamiento de fallas [6]. Una falla se
define como cualquier mal funcionamiento, de una parte o
totalidad de una planta fisica, que cambia el desempeno del
sistema. Las fallas pueden ocurrir en sensores, actuadores y/o
componentes del proceso. Este trabajo estd enfocado a la de-
teccién y aislamiento de fallas en sensores, por medio del uso
de estimadores para la generacién de residuos, en particular
por el esquema de observadores generalizados (GOS, por sus
siglas en inglés) [7]. Los estimadores pueden ser disefiados
por una variedad muy amplia de métodos [8]: por ejemplo,
observadores no lineales por métodos basados en geometria
diferencial [9], observadores tipo Thau [5] que requieren que
las no linealidades sean Lipschitz [10], soluciones basadas en
el Filtro Extendido de Kalman [11], enfoques de pasividad
[12], modos deslizantes [13], observadores de alta ganancia
[14], entre otras.

En el contexto de sistemas lineales de parametros variables
(LPV, por sus siglas en inglés) [15], los sistemas cuasi-LPV!
son un buen compromiso entre simplicidad de un observador

Daniel Quintana, Instituto Tecnolégico de Sonora, Cd. Obregén, México,
q_daniel14 @hotmail.com.

Victor Estrada Manzo, Universidad Politécnica de Pachuca, Zempoala,
México, victor_estrada@upp.edu.mx.

Miguel Bernal, Instituto Tecnoldgico de Sonora, Cd. Obregén, México,
miguel.bernal @itson.edu.mx.

Los sistemas LPV y cuasi-LPV son equivalentes a los modelos Takagi-
Sugeno cuyo vector de variables de ponderacion, también 1lamado vector de
premisas, es dependiente de pardmetros y/o de estados, respectivamente [16].

lineal y la complejidad de los no lineales [17], [18]. En efecto,
el método del sector no lineal [19] permite expresar exacta-
mente no linealidades en forma convexa®, entonces el andlisis
y disefio se pueden realizar por medio del método directo
de Lyapunov [21]. Las condiciones de disefio, generalmente,
son un conjunto finito de desigualdades matriciales lineales
(LMIs, por sus siglas en inglés) [22]. Las condiciones LMI son
preferidas debido a que su solucién es decidible y se obtiene
por medio de técnicas de optimizacién convexa [23]. Sin
embargo, la sintesis de observadores convexos no es directa
cuando las variables de ponderacién no estan disponibles [24].
Este problema ha sido afrontado mediante técnicas basadas en
condiciones Lipschitz [25], el teorema del valor medio [26],
técnicas de inmersion y dindmicas auxiliares [27], entre otras.

Los enfoques LMI mencionados utilizan una metodologia
tradicional para el modelado convexo que no facilita el de-
sacoplamiento de las premisas (en medibles y no medibles)
[26]; mds atn, las funciones de Lyapunov cuadréticas re-
quieren una adecuada escritura del sistema del error que podria
ser muy dificil de determinar [28].

Propuesta: Para el disefio de los observadores no lineales
que seran utilizados para la deteccion y aislamiento de fallas,
primero se expresa el sistema del error en forma adecuada
para ser analizado por medio del método de Lyapunov; poste-
riormente —a diferencia de otros enfoques [25], [26], [27]- se
utiliza el modelado convexo de producto tensorial [29], [30]:
esta estructura permite desacoplar las variables de ponderacién
disponibles (sefiales que se conocen) de aquellas que no
pueden ser medidas. Las condiciones de disefio resultantes son
un conjunto finito de LMIs.

El resto del articulo tiene el siguiente contenido: la seccidn
IT presenta el problema del disefio de un observador convexo
por medio de LMIs; la seccién III tiene por objeto la uti-
lizacién de observadores convexos para resolver el problema
de deteccion y aislamiento de fallas en sensores; en la seccion
IV se ilustra, a través de ejemplos académicos, la efectividad
de la metodologia propuesta; las conclusiones del trabajo estan
en la seccién V.

Notacion: En este trabajo, un asterisco (*) en expresiones
matriciales denota los términos transpuestos a su izquierda:
A+B+ AT+ BT+ C=A+B+(x)+C; A > 0(<0)
significa que A es definida positiva (definida negativa). Los
argumentos serdan omitidos cuando sea conveniente.

II. DISENO DE OBSERVADORES CONVEXOS
Toda vez que el esquema GOS para deteccidn y aislamiento
de fallas en sensores requiere el disefio de un banco de obser-

2Por su estructura, el modelo resultante es también conocido como convexo
[20].
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vadores, primeramente se abordara el disefio de observadores
convexos. Considere un sistema no lineal de la forma

#(t) = A(x)z(t) + By)u(t), y(t) = Cz)x(t), 1)

donde z(t) € R™ es el estado, u(t) € R™ la sefal de entrada,
y(t) € R° la salida del sistema; A(-), B(-) y C(-) son matrices
de dimensiones apropiadas cuyas entradas se asumen acotadas
en un conjunto compacto 2 C R”™ incluyendo el origen, es
decir, 0 € Q. Note que la matriz B(-) depende explicitamente
de sefiales medibles de la salida y(t).

Generalmente, los observadores de estado replican la es-
tructura del sistema a estimar [31]. Entonces, un observador
no lineal para el sistema (1) tiene la siguiente estructura:

()= A(&,y)2(t)+ B(y)u(t) +L(&,y) (y(t) =9(t)), ?)
§(t) =C(2,y)(t)

donde L(Z,y) € R™*° es la ganancia del observador. Note
que, a diferencia del observador no lineal ordinario el cual
depende exclusivamente de Z, el propuesto incluye la infor-
macién medible del sistema original (1), esto es, y(t).

Para que el observador (2) estime los estados de (1); se
requiere que el error de estimacién e(t) = x(t) — &(¢) tienda a
cero cuando el tiempo tienda a infinito. Utilizando la teoria de
Lyapunov [32], la convergencia del error puede ser garantizada
por medio de una funcién cuadrdtica de Lyapunov V(e) =
el Pe, P > 0 ademds de la dindmica del sistema:

é(t) =A(z)x(t) — A(Z,y)&(t)
— L(2,y) (C(z)x(t) = C(z,9)2(t) . (3)

La derivada de la funcién de Lyapunov, V = 2¢TPé, in-
volucra al sistema del error; sin embargo (3) no tiene la
estructura adecuada para poder obtener una forma cuadrética
V =eTQ(x, #)e tal que Q(z,%) < 0 garantice que V(e) < 0
Ve # 0, es decir, lim;—, oo e(t) =0 .

Con el fin de poder “factorizar” e(t) en el lado derecho
de (3), las expresiones A(x)xz(t) — A(Z,y)&(t) y C(x)z(t) —
C(z,y)z(t) deben ser manipuladas para obtener:

Az, 2)e = A(x)r — A(Z,y)%,

C(z,2)e = C(x)r — C(2,y)%,
donde las entradas de A(z,#) y C(x,1) deben estar acotadas
en x,Z2 € (). En este procedimiento pueden aparecer los
siguientes casos:

1) términos que contengan entradas de y, éstos pueden
ser sustituidos facilmente por sus equivalentes con las
simplificaciones correspondientes;

2) polinomios de miltiples variables p(-) de la forma
p(z) — p(&), éstos pueden ser reescritos, a través de
manipulaciones algebraicas, en la forma ¢” (x,%)e(t),
donde ¢(-) € R™™! es un polinomio multivariable con
entradas acotadas;

3) términos que contengan expresiones no polinomiales j(-)
pueden ser transformados en polinomios de grado arbi-
trario por medio de su serie de Taylor, para posterior-
mente ser tratados como en los casos anteriores.

Por ejemplo, considere la expresion p(x) —p(&) con p(x) =

T1T2 'y p(i’) = i’lfﬂg.
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1) Si y = =z (es decir, z; es medible) entonces p(z) —
p(f:) =X (.%‘2 — i‘g) = T1€9.

2) Si x1 y x2 no estdn disponibles, puede verificarse que
debido a (1‘1 + $2)2 — (i‘l + £2)2 = l‘% + 2:61132 + QZ% —
22 — 28139 — 22, tenemos

2p(2)-2p(&) = ]+ i a3+ a5+ (21 +22)" — (142
=—(x1+i1)er—(x2+Z2)eat (1 +x2)+HT1 +22))e1tea);
2o+ 35" [e
decir, —p@)=05[72""2 |"M.
es decir, p(x) — p(&) oy 4+ IJ o
3) Ahora bien, considere p(x) — p(&), con p(x) = sinay
y p(Z) = sin ;. Utilizando la serie de Taylor para una
aproximacién de primer orden tenemos p(x) — p(&) ~
x1 — 21; si la aproximacién es de tercer orden resulta

p(x) — p(2) ~ @y — 23 /6 — &1 + 23 /6,

que ya puede ser tratada como en los incisos anteriores.

Finalmente, siguiendo las recomendaciones anteriores, la
dindmica del error (3) se puede escribir como

é(t) = (A(x, ) — L(2,)C(x, 7)) e(t), (4)

donde las entradas de A(z,%) y C(x, ) estdn acotadas en
x,z € . El sistema del error (4) ya puede ser sustituido
en V(e) = 2T Pé para obtener una forma cuadratica V =
e Q(z, #)e; no obstante aun hace falta reescribirlo en forma
convexa con el fin de obtener un conjunto finito de LMIs para
el disefio de la ganancia no lineal L(Z,y).

A. Modelos Convexos de Producto Tensorial

La reescritura de (4) en forma convexa se puede hacer por
medio de la metodologia del sector no lineal [33]. Por ejemplo,
sea una expresion acotada z € [2%, 2!]; entonces

1

2= wo(2)2° + wi(2)2' = Z’M(@Zi,
i=0

donde wo(z) = (2'—=2)/(z"=2% y wi(z) = 1 —
wop(z) cumplen con la propiedad de suma convexa, es decir,
S owi =1y 0 <w <1 siempre que z € [2°, 2] [34],
[35]. Por ejemplo, considere z = 23 con x € [—2, 3]; entonces
20 = -8 2t =27, wp = (27— 23)/35 y wy = 1 — wy,
es decir que z = x3 = —8(27 — 23)/35 + 27(8 + x*)/35.
La metodologia anterior puede ser aplicada para cada no
linealidad de las matrices A(x,2) y C(x,2) del sistema (4).

A diferencia de otros enfoques, el presente contempla una
ganancia no lineal L(#,y) que tome ventaja de todas las
sefiales disponibles. Para tal fin, los términos no lineales en
A(x,2) y C(z,%) que dependen exclusivamente de variables
disponibles (Z y/o y) son agrupados en z;(Z,y) € [22,2}],
i € {1,2,...,p}; el resto de términos no constantes en
esas matrices serdn listados como (j(z,#,y) € [C],(j]

] 9
je€{1,2,...,p}. Porlo tanto, esos dos conjuntos de términos
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no constantes pueden ser reescritos como sumas convexas de
sSus cotas:

N Z}*Zi(fvy) 0 zi(i,y)fz? 1

Z;(Z,y): zZ; + Zis
! 2} — 2 v zh— 2 k
wi (#,y) wi (&,y)
Cl—Cj(l‘,i',y) 0 Cj(x,i‘,y)— 7 1
Cj(xai'vy): ! 1 0 CJ—'_ 1 0 . 70
TG TG
W (,2,y) w (x,2,y)
con wh(@,y) + wi(dy) = 10 < whwj < 1 i €

{1,2,....p} ywi(z,2,y)+w](z,2,y) = 1,0 <wd,w] <1,
j € {1,2,...,p}, es decir, cumplen la propiedad de suma
convexa dentro del compacto 2.

Gracias a su convexidad, las sumas convexas pueden
ser agrupadas en el lado izquierdo de la expresiéon en
donde se encuentran. Por ejemplo, considere dos términos
acotados z;1 € [292]] y 22 € [29,23], reescritos
como sumas convexas, z; = wjz) + wizi y 2z =
w328 + wizi. Entonces la suma de ellos se puede es-
cribir como 21 + zp = Zzi,:o wlz + Z/}FO w? 2 =
Z;:o wy, 32:0 w? (21* +25?), mientras que el pro-

ducto es z1z2 = (Z;:O w}, Zil) (ZZZ:O wfzz?) =
Zill:o w;, ;:0 w? 2! z?. Estas propiedades se extienden
directamente a matrices cuyos términos no constantes estan
reescritos en forma convexa; produciendo un politopo cuyos
vértices son matrices constantes. Cuando se trata de sistemas,
la suma convexa anidada resultante es conocida como un
modelo convexo de producto tensorial [29], este modelado
facilita la aplicacién de relajaciones tipo Polya [30].
Asi, un modelo convexo de producto tensorial de (4) es:

e(t) :Z Zwi(j, y)wj (.’1?7 z, y)(;lij _L<§77 y)c_’ij)e(t>7 (5)

icBr jeBP

donde B = {0,1}, i = (i1,42,---,9p)s § = (1,721 Jp)s
Wi(i‘,ﬁU) = willwii”'wfp’ wj(x’*%7y) = wjldwjzz.”w;?p’

Aij = A(m7i‘)‘wi‘/-’j:1’ Ci.i = C(x7i‘)‘wi“’j:1 y L(iay) es la
ganancia no lineal del observador a ser determinada por medio
del andlisis basado en Lyapunov. Note que la representacion
convexa (5) es una reescritura algebraica de (4), es decir, no
es una aproximacion.

B. Condiciones LMI para el Disefio

Con el sistema del error reescrito en forma convexa (5), la
ganancia L(&,y) ya puede ser calculada a través de un nimero
finito de LMIs:

Teorema 1. El origen e = 0 del sistema no lineal del error
(4) con modelo de producto tensorial (5) es asintdticamente
estable si existen matrices P = PT € R"*" y Ny € R"*°,
k € B? tales que

>

(1,k)eP(l,m)

P >0, szlij — Nkéij + (*) <0 (6)

se cumplan para toda j € B, L m € BP?, siendo P(l,m)
el conjunto de indices (i,k) de todos los productos w;wy
que son algebraicamente semejantes a wW;wy,. Entonces,
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el observador no lineal estd dado por (2) con L(&,y) =
Zke]BP Wk(:i‘, y)Lk, Ly = P_lNk, k € BP. Ademais,
cualquier trayectoria e(¢) que inicie en el nivel de Lyapunov
mds grande dentro del conjunto {e: V(e) < ¢} C Q, ¢ >0,
Qe ={e=2z—1:2,& € Q} tiende a cero cuando el tiempo
tiende a infinito.

Demostracion. Considere una funcién de Lyapunov candidata
V(e) = eT'Pe, con P = PT > 0; entonces su derivada a lo
largo de las trayectorias de las dindmicas del error (4) es:

V(e) = e (PA(x,&) — PL(&,y)C(x,2) + (x)) & (7)
por lo tanto V(e) < 0, Ve # 0 se garantiza si
PA(z,&) — N(2,y)C(z, &) + (+) <0, (8)

con N(z,y) = PL(Z,y) para z,& € ). Entonces, la
desigualdad anterior estd garantizada en una vecindad de
e = 0 en Q porque z,z € Q con x,z = 0 € , es
decir, e = z — & = 0 estd incluido. Por lo tanto, V(e)
es una funcién de Lyapunov vilida; sin embargo, encontrar
P > 0y N(&,y) tales que (8) se satisfaga requiere veri-
ficarla para una infinidad de puntos, i.e., Vx,Z € . Con
el fin de obtener un conjunto finito de desigualdades, las
matrices A(z, %) y C(z,#) son reemplazadas por sus equiva-

lentes convexos, esto €S, D ;g D _icp, Wild, y)wj(z, T, y) Ajj

Y i ZjeBpwi(j:, y)wj(z,Z,y)Cyj, respectivamente. Si
ademds, se define N(,y) = >\ cp» Wk(Z,y) Nk, tenemos

PA(z,&) — N(2,y)C(z, &) + ()

= Z Z Zwiijk(PAij—NkC’ij‘F(*)) < 0.
icBP jeBr keBP
Finalmente, las condiciones LMI (6) implican la desigualdad
anterior siempre que Vz,z € 2; lo cual concluye la de-
mostracion. O

Observacion 1. Una de las ventajas del disefio por LMIs es la
facilidad con la que se pueden agregar medidas de desempefio.
Por ejemplo, la tasa de decaimiento « influye en la rapidez con
la que la sefal del error tiende a cero. Para el observador (2),
una adaptacién del Teorema 1 consiste en garantizar V() +
2aV(e) < 0, @ > 0, que en términos de LMIs es:

2

(1,k)eP(1,m)

P >0, P/Lj — NkCij + (*) + 2aP < 0.

Observacion 2. En contraste con los enfoques que utilizan
modelos convexos [25], [26], [27]; en la metodologia aqui
propuesta, la reescritura convexa es realizada una vez que el
sistema del error ha sido escrito en la forma (4).

I11. DETECCION Y AISLAMIENTO DE FALLAS EN SENSORES

Considere el sistema (1) bajo la presencia de fallas en los
sensores:

#(t) =A(x)z(t) + Bly)u(t), y(t)=Clx)z(t) + f(t), ©)

donde f(t) € R° es el vector de fallas que afectan a la
salida y(t). Para detectar tales fallas, en [6] se presentan varios
esquemas de observacion, entre ellos el GOS [7], que consiste
en construir o-observadores, cada uno de ellos es disefiado a
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partir de todas las salidas excepto la [-ésima (ver esquema
en figura 1). Entonces se construye un banco de observadores
convexos (2), esto es

&(t) = A&, y")2(0)+ By Jult)+ L (@, y') (' ()~ 5 (t)),
g'(t) = C'(,y")i(), (10)

donde ' es el vector de salidas excepto la [-ésima, C!(z, ')
es la matriz de salida sin el renglén [-ésimo. Las ganancias no
lineales L'(#,%') estdn asociadas al observador I, éstas serdn
calculadas por medio del Teorema 1. Los residuos asociados
a cada observador son:||7!(¢)|| = ||y'(t) — ¢'(2)|.

La deteccion de fallas sucede si el valor del residuo [ es
mayor que un valor prefijado J!. Para el aislamiento de una
falla, se analizan las senales del residuo: si el [-ésimo residuo
permanece sin cambio, entonces la falla ocurre en el [-ésimo
sensor (salida). Por ejemplo, en un sistema con tres sensores,
tendriamos tres salidas y tres residuos, si los residuos 1 y
ro presentan cambios, mientras que r3 permanece constante;
entonces se concluye que la falla esta en el sensor 3.

IV. EJEMPLOS

Los siguientes ejemplos académicos ilustran el desempefio
del enfoque propuesto y lo comparan con otros tomados de
literatura reciente.

Ejemplo 1. Considere el siguiente sistema no lineal:

- —X1Xxg — 3$2
—x1 — x% +u

usando un observador de la forma (2), el sistema del error es:
éZ{ }+L(i,y)(y—z))
- - S FRACIIOR
= (23 — 23)
_ <[8 _‘;’2‘_”;12} + L3y 1 0]) e

La ultima expresién se obtuvo al considerar 1 = 1, dado

que z; es conocido; ademds de la separacion x5 — 23 =

(2o + &2) (x9 — &9) = (x2 + &2) ea. Si consideramos ) =

T1Xy — 31’2 + ilfg + 35&2
—x1 —il'g-‘rii'l +§L‘%

3($2 — i‘g) — 501(172 - 572

L)/

u . >y,
—rP Sistema

» ),

>
v l v

—»  Observador 1 |41
v l v

—»( Observador 2 »|[75]|
y l v

Observadoro  |——Inl|

Fig. 1. Esquema del observador generalizado para deteccién de fallas.
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Fig. 2. Seiial del error de estimacién e(t) en Ejemplo 1.

{z : |z1] < 1,]|ze| < 2,|Z2] < 2}; las no linealidades
conocidas son z; = x1 € [-1 1]y 20 = &3 € [-2, 2],
mientras que la desconocida es (1 = x2 € [—2, 2]. Entonces,
se tienen las siguientes expresiones convexas: zi(x1) =
w(@1)2] + wi(z1)zd, 22(82) = wi(@2)zg + wi(ia)z
Ci(@2) = wg(@2)¢) + wi(22)¢i, con wg(z1) = 0. 5( —
wi(z1) = 1 — wya1), wi(@z) = 0.25(2 — &2), wi(d 2)
1—wi(&2), wy(w2) = 0.25(2—22) y wi(22) = 1- Wo(xz)
ganan01a no lineal a ser dlsenada tiene la forma: L (z1, xg)
Y im0 Sipmo Wh (T1)WE, (#2) Ly,

Las condiciones en el Teorema 1 arrojan resultados
factibles, las ganancias calculadas son Lgg = [12.84 —
287.07)7, Loy = [15.84 —149.19]7, L1y = [27.17 —258.35]7
y Li; = [20.14 —287.07)7. Para ilustrar el desempefio
del observador, considere ©w = sint, condiciones iniciales
2(0) = [0.3, 0.6]T y 2(0) = [0, 0]T; en la figura 2 se puede
ver que las sefiales del error tienden a cero.

Es importante notar que a través de la metodologia prop-
uesta en [27] no es posible sintetizar un observador para el
sistema (11) porque el algoritmo de inmersién no termina.
Ademads, la complejidad computacional de las condiciones
LMI se puede aproximar con log;,(N3N;), donde Ny es el
nimero de variables de decisiéon y N; el nimero de LMIs
[36]; para el enfoque presentado en [26] la complejidad es de
4.1685 mientras que el aqui propuesto de 4.0784.

I “ MRS T

Ejemplo 2. Considere el sistema no lineal

[0.22:1 cos x1 — 0.533;’ —

T=l 52, +0.25sin 2

u} , y=0.527 + z129 + 202,
Bajo el esquema del observador (2), las dindmicas del error
de estimacién son

[0.2(z1 cos zy — &1 cos #1)—0.5(z3 —23)

€= 5(x1—21)40.25(sin xo —sin o)

|-z@0-9.

Para poder escribir la dindmica del error como en (4), las
funciones cos x1, cos 1, sinxo y sin Z5 son aproximadas por
sus series de Taylor. Entonces, utilizando una aproximacién
de Taylor de orden 3, el sistema del error es:

0.2(z1 — 2x1 xl"‘ af) — 05(%_%3)
5(xy — 1) + 0. 25(x2 — 63:% — 39 + x2)
7L(I)(O5(Il — Il) + x129 — 120 + 20(582 — fiQ)) .

érs
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Al utilizar o} — 22 = (2; — &) (¢ + 2;&; + %), con i €

{1 2} T1To — L1l = 0.5(.132 + .’fig)el + 0.5(1‘1 + i‘l)eg, y
22 — 32 = (1 — 21) (x1 + 21), se tiene
. 0.1(2—%‘%—%‘1@1—.@‘%) —05(.%%4-31‘2@‘2—"-.%%)
- 5 0.25(1— £ (234 z2d2+43))

—L ((2)[05($1 +I —l—l’g—f—i‘g) 0.5(.7)1 +.’f71)+20]> e.

Considere Q = {|z1| < 1,|za| < 2}, entonces z; = & €
[—171], Zo = Ig € [—2,2] (medibles) y (1 =z € [—1,1],
(2 = a2 € [—2,2] (no medibles), las reescrituras convexas en
forma de producto tensorial de A(z,#) y C(z,#) son

( g]l C73 —0. 5(<j2C74
—C1 A =22 +C 2+ 32254)
ZZW “j 025(1_7( Ja |
iepljent 5 J2 lz 12 Zz
+(3* 2" +25°25Y)
Zzwle % +C ) 5(1 +21)+20],
icBtjeB4
respectivamente con w; = wy, (Z1)w (Z2)w}], (&1)w? (L2)
y wj = wj (21)w], (z2)w], (21)w3, (z ) En consecuencia,

la ganancia del observador es L(Z) = > yeps Wili. Las
condiciones LMI del Teorema 1 con una tasa de decaimiento
de o = 0.49 (ver observacién 2) son factibles, algunos de los

0.089 —0.21
valores encontrados son: P= [_0.21 0.89 ], Loooo=[7 2.1]7,

Ly111 = [7.4 2.2)T. La figura 3 muestra el desempefio de
los observadores disefiados con diferentes 6rdenes de aprox-
imacién. La simulacién fue llevada a cabo con wu(t) =
0.5sint — 0.5sin 10t — 0.5 sin 20¢, para condiciones iniciales
z(0) = [-0.2 —0.2]T y £(0) = [0 0]7. Debido a que la
salida es no lineal, el enfoque en [27] no puede ser aplicado.

Ejemplo 3. Retome el Ejemplo 1 y asuma la siguiente salida
z1(t) + f1(t)
wa(t) + fa(t)
fallas f1(t) y f2(t) por medio del esquema GOS, es necesario
construir un banco de observadores. El observador 1 se calcula
para la salida y' = x5, mientras que el observador 2 utiliza la
salida y? = z1, note que este tiltimo observador no puede ser
construido por medio de la metodologia propuesta en [27].

con fallas y(t) = } Para detectar y aislar las

0 0.5 1 1.5 2

051 0.2
04

X9, T

Tiempo (s)

Fig. 3. Evolucién en el tiempo de = y sus estimaciones & en el Ejemplo 2.
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Ejemplo 4. Sea el siguiente sistema con fallas en los sensores:

1T — 2xl — X3
. x1+ f1(t
T=|xow3 — X103 — 02 + 223+ u|, Y= LU; + ﬁgtﬂ’

ToXs — 2x1 — 3x2 — 4x3 + U

donde las fallas estdn definidas como sigue (ver figura 4):

0.02¢t, 10<t<20
fit) = .
0, cualquier otro caso

0.3sin(7t), 25<t<35
fa(t) = .
0, cualquier otro caso.

La deteccién de posibles fallas en los sensores, se lleva a
cabo por medio de dos observadores de estado de la forma
(2), el compacto en donde se modelaran las no linealidades es
Q={z:|z;| <1,i=1,2,3}. Para el observador 1, la salida
y! = x3 (sin fallas), el siguiente sistema del error tiene que

ser estabilizado en el origen:

0.5(xa+@9)—2 0.5@ +d1) O
= —x3 r3—5 0 —Ll(ﬁ,yl)(xg—ig)e
-2 333—3 0

Entonces se escogen las siguientes no linealidades disponibles
son zy = T3, Z9 = &1 y 23 = Z2; las no medibles son (; = x;
y (2 = xo. Las condiciones LMI del Teorema 1 son factibles.
Ahora bien, para el segundo observador tenemos y? = x1; la
dindmica del error asociada es:

0 I -1
é=|0 0.5z3+d3)—5 2—21+0.5z2+2) | L, 97)|e

0 0.5(%3-1—533)—3 0.5((L‘2+i‘2)—4
cuya forma convexa se obtiene al seleccionar z; = =z,
Z9 = Zo, 23 = T3, (1 = 22 y (o = x3. Algunas de las

ganancias obtenidas son: Ly, = [1.43 —13.01 —14.47]7,
L3y, =[1.28 6.55 —12.35]7, L%, = [1.23 6.60 —11.71]%.
La deteccién de fallas ocurre al comparar los residuos con un
valor prefijado de J* = J? = 0.1 (ver figura 5).

V. CONCLUSIONES

Se ha presentado la deteccioén y aislamiento de fallas por
medio de observadores disefiados con técnicas de optimizacion

0.4

03} — ()]
02}

0.1F

hi(®), f2(t)

-0.1F

021

03 | | | |
0 10 20 30 40 50
Tiempo (s)

Fig. 4. Fallas en sensores.
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Fig. 5. Residuos para deteccién de fallas bajo el esquema GOS.

convexa. Para tal efecto, modelos convexos de producto tenso-
rial han sido utilizados, incluso si éstos dependen de variables
de ponderacién no medibles. Las condiciones de disefio son
desigualdades matriciales lineales. La efectividad del enfoque
propuesto ha sido ilustrada por medio de ejemplos académicos.
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