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Trajectory Tracking Flight Control of a Tethered
Kite using a Passive Sliding Mode Approach

M. A. Zempoalteca-Jimenez, R. Castro-Linares, J. Alvarez-Gallegos

Abstract—Airborne Wind Energy (AWE) systems take advan-
tage of high altitude wind in order to generate electrical energy.
One of the challenges when harvesting energy with an AWE
system is to deal with strong disturbances such as changes in the
wind velocity. This paper proposes a robust trajectory tracking
controller for an AWE system, namely a tethered kite, when it
operates in the energy generation phase. The controller design
is based on an approximate model of the kite and makes use of
feedback passivation together with sliding mode techniques. The
trajectory tracking error of the closed loop system in the presence
of parameter variations and external disturbances is formally
studied using Lyapunov stability theory. The performance of
the controller is verified trough numerical simulations using a
complete model of the kite.

Index Terms—Wind energy, tethered Kite, robust control,
power generation

I. INTRODUCCION

n estudio reciente presentado en [1] hace una com-
Uparacic’)n de un aerogenerador comercial y un sistema
AWE equivalente, el resultado indica que el sistema AWE
puede alcanzar hasta cuatro veces la potencia nominal del
aerogenerador. Este resultado motiva la presente investigacion.
Para ahondar mas en el tema se sugiere consultar [2], [3], [4].

La aportacidn principal de este trabajo es un modelo apro-
ximado de la dindmica de un sistema AWE controlado desde
tierra que usa un planeador ligero flexible para captar energia
del viento. Ofrece una forma mds simple en comparacién con
los modelos publicados mds detallados [5], [6], [7], lo que
facilita la tarea del disefio de controladores. Otra caracteristi-
ca, es la incorporacién explicita de la dindmica interna del
sistema lo cual presenta una ventaja sobre los modelos mas
simplificados [8], [9], [10]. Lo novedoso de este trabajo se
encuentra en el disefio del controlador, ya que emplea una
combinacién de ideas de pasividad y modos deslizantes para
desarrollar una ley de control robusta aplicada al seguimiento
de trayectoria de la salida de un sistema AWE, ésto empleando
el modelo aproximado aqui propuesto.

Varios trabajos encontrados en la literatura que presentan
resultados en la fase de generacién de potencia con es-
tos sistemas, aplican correcciones proporcionales-integrales-
derivativas (PID) [8], [11], [12], para resolver el problema de
seguimiento. Otros trabajos, han disefiado controladores mas
robustos [13], [14], con la desventaja de usar los modelos mas
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simplificados para su disefio. Algunos controladores mas sofis-
ticados se encontraron en [15], [16]. Debido a las perturbacio-
nes en la velocidad y direccién del viento y las incertidumbres
paramétricas presentes en el proceso de generacion de potencia
con sistemas AWE, es preferible usar controladores robustos
que puedan compensar dichas variaciones y mantengan bajo
control el sistema. Adicional a lo ya mencionado, los trabajos
mds recientemente publicados, con respecto de este tema,
se enfocan en encontrar las trayectorias Optimas tomando
en cuenta las caracteristicas del sistema y las condiciones
climatolégicas [11], [15], [17]. Un controlador robusto, como
el que se propone es este trabajo, serd adecuado para seguir
dichas trayectorias en presencias de incertidumbres.

En el presente trabajo se uso un modelo aproximado basado
en una modificacion de la llamada Ley de Razon de Giro
(en inglés, Turn Rate Law), se reporta también la dindmica
interna del sistema; este enfoque constituye una contribucién
importante ya que, por lo que los autores saben, no existe
ningln trabajo que considere y analice esta dindmica. En el
disefio del controlador se utiliz6 este modelo aproximado,
empleando conceptos de equivalencia a sistemas pasivos, junto
con la técnica de modos deslizantes, para resolver el problema
de seguimiento de trayectoria en la fase de generacion de
potencia. Este procedimiento de disefio permite asegurar la
robustez del sistema ante variaciones paramétricas en el mo-
delo y a perturbaciones externas. Para completar el disefio se
hizo un estudio formal del error de seguimiento de trayectoria
utilizando la teoria de estabilidad de Lyapunov.

Este articulo se organiza como sigue. En la seccién II
se presenta el modelo completo del papalote junto con un
modelo aproximado del mismo. En la seccién III se presenta
el disefio de un controlador robusto para resolver el problema
de seguimiento de trayectoria.L.a seccion IV presenta algunas
simulaciones numéricas para verificar el comportamiento del
sistema con el controlador propuesto. Finalmente, en la sec-
cién V se incluye las conclusiones y el posible trabajo futuro.

II. MODELO DEL PAPALOTE
A.  Modelo Completo

Para representar el sistema se usa el modelo presentado en
[5]. La posicion del papalote esta referida a un marco inercial
en coordenadas esféricas, como se muestra en la Fig. 1(a),
dénde se tiene un marco inercial G = [X,Y, Z] centrado en
la estacién terrena y un marco no inercial L = [Ly, Lg, Lp]
centrado en la posicién del papalote (ver también [8]). 0, ¢
y r son el dngulo polar, el dngulo de azimut y la distancia
radial o longitud de la cuerda, respectivamente. Se considera,
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ademds, que la direccién del viento es en el sentido de X y
que la variable de control (entrada del sistema) es la diferencia
de longitudes en las cuerdas de direccion, Al (véase la Fig.
1(b)). Se hace también la asignacién de variables de estado
T = (979,¢>, (i)) junto con u = Al. Basdndose en el sistema
descrito en [18] y considerando una longitud de la cuerda, r,
constante, como en [8], la ecuacién de estado del sistema es

Papalote

Cuerdas de
direccion

(b)

Fig. 1. (a) Posicion del papalote en coordenadas esféricas. (b) Variable control
(entrada del sistema) del papalote.

. T
x:f(x,u): [ X2, F2($7u)7 Tyq, F4(!L‘7’U,) } ) (1)
dénde Fy(z,u) y Fy(x,u) resultan de las fuerzas gravitacio-

nal, aparente y aerodindmica, y estdn dadas por

Fy(z,u) = B(z)[cos&(x) cos i (x, u) cos n(x) sen Aa(x)

—sen&(x)(cos(z, u) senn(z) sen Aa(x)

+ sen(z, u) cos Aa(z))]

—% [cos&(x) cos Aar(x)] — L9855 — sen @y cos x127,

Fy(z,u) = f(z)[sen(z) cos (x, u) cosn(x) sen Aa(x)
+ cos&(x)(cos (x, u) senn(x) sen Aa(x)
+sen(z, u) cos Aa(x))]—

) _lsen &(x) cos Aa(x)] + 2womy tan(zy ),

E cos(x1)

en dénde £(z), ¥(x,u) son los dngulos de guifiada y de
alabeo respectivamente (véase la Fig. 2(b) y (c)). La variacién
del dngulo de ataque o dngulo de cabeceo se representa por
Aa(z), donde el dngulo de ataque se define como la suma
de un édngulo base o y Aa(x) (véase la Fig. 2(a)). Estos
dngulos, junto a las funciones 8(x) y n(z) se expresan como

&(x) = arctan (WaE(x)WaN (x)*l) , 4
Aa(z) = arcsen (fo(x)HWa(z)H*l) , (5)
¥(x,u) = arcsen (u/d — cosxy senxs), (6)
B(x) = pACL|Wa()|*(2rm) ™", @)

n(z) = arcsen(tan(Aa(z)) tan(¢(z, u))), 8)

donde FE es el coeficiente aerodindmico (el cual esta relacio-
nado con los coeficientes de sustentacién C, y resistencia C'p
como F = C,/Cp), m es la masa del sistema, la cual incluye
al papalote y las cuerdas, d es la envergadura del papalote, A
es el area proyectada del papalote, p es la densidad del aire, g
es la aceleracion de la gravedad y || - || denota la norma-2 de
un vector real. Precisamente, W (x), WE (z) y WP (z) son
las componentes del vector de velocidad aparente del papalote
W, (z), 1a cual representa la diferencia entre las velocidades
del papalote y del viento [2], [9], [18] y estd dada por

Wy

wE | =
WP

—Vwcoszzsenry — ras
—Vwsenxz — rxy cosxy ,
— Vi, cOs T3 COS 11

Wa(z) = €))

)
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Fig. 2. (a) Angulo de ataque (ap+Aa(z)), (b) dngulo de alabeo (z,u),
(c) dngulo de guifiada &(x). (Zp, ¥p, 2b) son ejes cuerpo y (Lw, Yuw, Zw) SON
ejes viento. En (a), se tiene un sistema de mano derecha por lo tanto ¥, es
perpendicular a Ty, y a Ziy.

donde V,, es la velocidad del viento. Como en [18], en este
trabajo se usa un modelo logaritmico para calcular la velocidad
del viento a una cierta altura Z, mds precisamente

Vi(Z) = Voey (Ln (2271)) (Ln (Zoer Z71)) 7', (10)

dénde V,..; es la velocidad de referencia del viento medida
a cierta altura de referencia Z,.y y Z, es un coeficiente que
caracteriza la rugosidad del suelo en el sitio de prueba.

El modelo (1) s6lo describe el movimiento del papalote,
pero no da informacién de la tensién en la cuerda del mismo.
Basandose en [18] la tensién Fp en la cuerda del papalote
estd en la direccién de Lp (véase la Fig. 1) y estd dada por

Fp(z) = —B(x)r[cos ¥(x,y) cosn(x) cos Aa(x)
+E 'sen Aa(x)] + gsenzy — ras +ra2cos®zy.  (11)

(3)Por otro lado, la salida del sistema (papalote) se debe escoger

de tal forma que se pueda maniobrar la posicion del mismo en
el espacio. Una opcién posible es escoger la orientacién del
papalote que estd dada por el dngulo de guifiada &(z), como
se hace en [12]. Otra posibilidad es escoger el llamado dngulo
de la velocidad del papalote como se hace en [8]. Al hacer
esto ultimo, se necesita la velocidad del papalote v la cual,
asumiendo longitud constante en la cuerda, se expresa como
v(z) = [rze, 24 cosx1,0]T en el marco L. De esta manera,
el dngulo de la velocidad del papalote, h(x), se define como

h(z) = arctan (z5 'z4cosz1). (12)

De acuerdo con [8], la orientacién del papalote, dada por
el dngulo £(z), y el édngulo de su velocidad, h(z), son
aproximadamente iguales en condiciones de viento cruzado
[11]. En el presente trabajo se escogid esta ultima posibilidad
ya que la expresion para el dngulo h(z) es mds simple y fécil
de manejar que la expresién para el dngulo (). Entonces la
salida del sistema (1), es y = h(x).

Como se muestra en [2], [8] y [12], la salida y permite
generar potencia mecénica cuando el papalote vuela en con-
diciones de viento cruzado. La potencia producida obedece a
la siguiente expresion:

P, :FD(x)T7 (13)

dénde 7 es la velocidad de la cuerda. Ya que el modelo
(1) considera que la longitud de la cuerda es constante, la
variacion en su longitud (que ocasiona una velocidad en la
cuerda, 7, diferente de cero), se introduce en el modelo como
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Trayectoria
del papalote
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Fig. 3. (a) o es el radio del circulo de referencia con centro en el punto
objetivo T'P; con ¢ = 1,2. (b) p1 y p2 son la distancia angular entre el
papalote y el correspondiente punto objetivo T'P;. yrp es el dngulo deseado
de la velocidad para alcanzar el punto objetivo T'P; desde la posicién del
papalote, At es el tiempo de respuesta de +yrp a Fyrp y y* es la
trayectoria deseada.

una incertidumbre paramétrica (seccion III). La trayectoria
especifica que debe seguir la salida (12) para generar potencia
mecénica se describe entonces a continuacion.

A partir de la posicién del papalote en el plano (¢, 8) (véase
la Fig. 3(a)) se genera una referencia yrp para alcanzar alguno
de los puntos objetivo T'P; (con ¢ = 1, 2). Cuando la distancia
u; entre el T'P; actual es menor que el radio o, el T'P; actual
se cambia por el siguiente T P;. Este ciclo se repite varias
veces en la fase de generacion de potencia. Debido al cambio
entre TP y T P, la referencia yrp tiene cambios stbitos. Por
esto, la trayectoria se suaviza usando polinomios de Bezier;
esta ultima trayectoria es la trayectoria deseada y* (véase la
Fig. 3(b)). Se hace la siguiente suposicion sobre la trayectoria
deseada y* y su derivada con respecto al tiempo y*.

Suposicion 1. La trayectoria de referencia, y*, y su derivada
con respecto al tiempo, 1*, estdn acotadas, es decir que
satisfacen |y*| < k1 y |g*| < ko con ki y ko constantes
reales positivas diferentes de cero.

B.  Modelo Aproximado; Algunas Caracteristicas Estructura-
les

El modelo aproximado esta basado en los resultados repor-
tados en [8] y [18]. Las principales suposiciones para obtener
este modelo se enuncian a continuacién: (a) En condiciones
de viento cruzado la fuerza de sustentacion es suficientemente
grande para mover el papalote y las cuerdas [18]; (b) La
diferencia entre el dngulo y y el dngulo & es despreciable y
todas las fuerzas en la direccion del vector de velocidad v son
despreciables comparadas con las fuerzas de sustentacién y
resistencia [8]; (c) el dngulo 1 es suficientemente pequeiio lo
que permite obtener aproximaciones lineales de las funciones
trigonométricas en las cuales aparece como argumento [8]; (d)
La variacion de A« es pequeiia para coeficientes aerodinami-
cos E entre 4 y 6 [8], [18].

Tomando en cuenta estas suposiciones se puede decir que
n(z) = 0. Por otro lado, la configuracién de la unidad terrena
considerada en este trabajo, es similar a la presentada en
[8] por lo que ¥(x,u) =~ wu/d — cos(x1)sen(zs). Entonces
es posible obtener un modelo aproximado en la forma afin
& = f(x) + g(x)u, es decir

xT9 0
&= fQI(f) - 92(()9”) u, y=hiz), (14
fa(2) ga(x)

dénde y es la salida del modelo, siendo h(z) el dngulo de
velocidad del papalote dado por (12) y

fo(x) = B(x)cosé(x) (Aa(x) - %) — Zcosxy (15)
—sen .y cos 1173 — go(x)dsen x3 cos w1,

falz) = Cﬁgg;)l sené(z) (Aa(z) — %) (16)
+2xox4 tanzy — g4(x)dsen x3 coszl,

gx) = —22(Aa(@)?+seng(x), (A7)

ga(x) = dfé:ll (Aa(z)? + 1) cos&(z). (18)

Se puede verificar que un punto de equilibrio del modelo
(14) es 2° = (arctan(E),0,0,0). El punto de operacién
del papalote, x,,, se encuentra en una vecindad del punto
de equilibrio z°, dénde =, y x4 son diferentes de cero,
es decir un punto en el cual el papalote se encuentra en
movimiento generando potencia. Con el fin de validar el
modelo aproximado, la Fig. 4 muestra el resultado de una
simulacién numérica que compara la salida de cada modelo
(la del modelo completo y la del modelo aproximado) bajo
las mismas condiciones de operacidon en fase de generacién
de potencia.

(a). Entrada A 1 (b). Salida y ——Modelo completo
1 2 Modelo aproximado
g =)
;E/ 0 £o0
< >
-1 iy
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
Tiempo (s) Tiempo (s)

Fig. 4. (a) Sefial de entrada. (b) Seifiales de salida.

El modelo aproximado (14) tiene caracteristicas estructu-
rales importantes, siendo una de ellas la llamada dindmica
interna [19]. A nuestro conocimiento, esta dindmica no ha sido
estudiada en la literatura publicada sobre los sistemas AWE
y, en particular para los papalotes. Para estudiar esta dindmica
se verifica, primero, si el modelo aproximado tiene definido
un grado relativo en alguna vecindad de algin punto en el
espacio de estado. De acuerdo a [19], el modelo descrito por
(14) tiene definido un grado relativo gr = 1 en una vecindad
del punto de operacién z,;, ya que la funcién escalar

() = Loh(r)lo=s,, = HHEGEEL,

dVi () (19)

dénde Vi (z) = 23 + x3cos®z1 y va(x) = xgcosé(z) +

x4 cos zq sen(x), es diferente de cero. La notacién Ly A(x)
denota la derivada de Lie de la funcién escalar o vectorial
A(z) a lo largo del vector M (x).

Ya que el modelo (14) tiene definido un grado relativo
gr = 1 en una vecindad de x,,, es posible representar el mode-
lo en nuevas coordenadas. Esto permite identificar su dindmica
interna y estudiarla, relacionandola, a su vez, con caracteristi-
cas fisicas del comportamiento del papalote. De acuerdo a
[19] se propone el cambio de coordenadas z = ®(x) =
(122 2324)" = [2127] = [p1(2) da(2) 3(x) pa(@)]” =
[61(2) ()] dado por

(ﬁg>=(m@>@@>@@>muwT7@®
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con ¢1(z) = arctan (%)
Go() = VI Tion(no), ds(a) = do(w) + 1,

da(x) = Pa(x) + 3 y sign(s) es la funcién signo definida
como

s>0

5<0°

. +1, si
sign(s) :{ 1

El mapeo inverso de (20) tiene la forma
_ T
d(2) L= ( T1 Tog T3 T4 ) , 2n

con 1 = z3 — 2z, Tz = 23 COS 21 COS (23 — 22), T3 = 24 — 22
y T4 = 2o sen z;. Antes de continuar se presenta el jacobiano
de la funcién ¢(z),

—ciseny cg (0 2 BYESY "’;jos Y
09(x) ca cs 0 syseny 22)
oz co+1 ¢33 0 spseny ’
Co cs 1 syseny

donde s1 = sign(zs), ¢; = cosytanzy, co = s1c1x2/ cos 1,
c3 = 81 €08y/ cosxy, ¢4 = —seny cosy/xs. El jacobiano es
no singular siempre y cuando det(z) = vo(z)/Vik(z) # 0,
entonces se puede concluir que la trasformacién (21) es un
difeomorfismo local. Es importante observar que las funciones
b(x) y det(x) no estan definidas para los siguientes casos: (a)
29 =24 =0,y (b) 22 =0, 21 = nw/2, con n = 1,3,5,....
En la operacién normal de un papalote, durante la fase de
generacioén de potencia (que es el caso del presente trabajo),
el punto de operacion z,, no coincide con los casos (a) y/o
(b); de igual manera, la vecindad de z,),, en la cual opera el
papalote, no contiene estados que incluyan estos casos. En las
nuevas coordenadas, el sistema (14) toma la forma

(1) (88)- (57 )

con salida y = z1. a(z1, 2), b(z1, 2) y q(21, Z) estdn dadas por

a(z, )
q(zlv 5)

a(z1, %) = 29 cos?(z1) sen(z1) sen(z3 — 29)

sen(z1) f2(z) cos(z1) fa(z) (24)
+ COS(Zlg 222) + ;2 . )
bler, 2) = Sy o=l @25)

23 cos® 21 sen(z3 — z2) + % + fa(2) sen z;

q= bo(21, Z) + 2z cos(21) cos(z3 — 22)
¢2(z1, Z) + zgsen z
(26)
con fo(z) = fo@)|oma)-1s fr1(2) = fa(@)]|z=ai)-1,

92( ) - ( )|z:<I>(z)*17 94(2) = 94(9:)‘1:':1)(2)*1 y
bs (z1,2) = gZ)( )lz=®(z)-1 . Es importante hacer notar que
las funciones a(z1,2) y b(zhé) corresponden a la llamada
Ley de razon de giro en los modelos presentados por Fagiano
et al. en [8], Erhard et al. en [9] y Schmehl et al. en [10]. La
diferencia de éste modelo con el que se presenta en [18] es
que tiene una forma mas simple, lo cual resulta en una ventaja
cuando se emplea en el disefio de controladores robustos. Asi
mismo, es distinto de los modelo presentado en [8], [9] y [10],
ya que en el modelo propuesto en este trabajo se considera la
dindmica interna del sistema, lo que permite usar técnicas de
control que requieran el conocimiento de esta dinamica.

La dindmica interna del sistema estd dada por la segunda
componente de la ecuacién (23), la cual no depende de la
entrada u del sistema. La estabilidad de esta dindmica juega
un papel importante en el disefio de esquemas de control y
puede estudiarse a partir de las propiedades de estabilidad de
la llamada dindmica cero asociada a ella [19]. La dinamica
cero del sistema (23) se obtiene al hacer la salida y = z;
idénticamente cero y estd dada por

23sen(z3 — 22) + 7@5{22)22)

¢2( ) + z9 COS(Zg — 2’2) )
(%)
(27

con fo(2) = f2(2)|z=0 ¥ ¢2(2) = ¢2(2)|.,—0 Para analizar
las propiedades de estabilidad de esta dindmica, se utilizd la
aproximacion lineal de (27) alrededor del punto de equilibrio
Z% = (0,0,arctan(E),0); que corresponde al punto 2"
®(2%) con z; = 0. Esta aproximacién estd dada por

£=0q(0,2) =q(2) =

Z= Az, (28)
donde
) ~ a1 as 0
A= 006) | b a 0], (29)
0z |-
z=z a; ag 0
con a; = QV,, E“YE?*V,, — 1), aa = —QV2E y by = a1 +

E~!, donde Q = (pACL)(2rm)~L. La ecuacién caracteristica
asociada a la aproximacion lineal (28), es

AT — Al = X (A2 4+ 22X+ QV2) =0, (30)
cuyas raices son A\; = 0, g 3 = —%i (%)2 - QV2.

Entonces, la aproximacién lineal (28) tiene un polo en el
origen y dos con parte real negativa (ésto porque el primer
término de Ay 3 siempre es negativo, ya que los pardmetros
son positivos, y es mayor en magnitud que el segundo término
cuando éste es real). De hecho la matriz A satisface la
desigualdad A + AT < 0y, por lo tanto, la funcién candidata

W(z) =127z, €2V

es tal que su derivada temporal a lo largo de las trayectorias del
sistema (28) satisface W (%) = 27% = 27 A% < 0. Entonces
la dindmica cero (27) es estable en una vecindad del punto
de equilibrio 29 [20]. Es decir, la dindmica cero del sistema
(23), o, en forma equivalente, del sistema (14) es débilmente
de fase minima en una vecindad del punto de equilibrio [21],
la cual incluye al punto de operacién.

III. ESTRATEGIA DE CONTROL
A. Estabilidad del Sistema y Seguimiento de Trayectoria

Se muestra primero que el modelo del papalote, cuya
dindmica esta dada por (14), puede hacerse equivalente a
un sistema pasivo, localmente, por realimentacidn estdtica
del estado. Considérese el modelo aproximado del papalote
descrito por (23). Este sistema puede reescribirse, de acuerdo
con [21], como

Z = (21, )+b( ) u,
z=qo(2) + p(=21,2)21,

(32)
(33)
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con y = z1, como salida. p(z1, Z) se propone como

(=q0(2) +q(21,2)) 5=, (34)

donde py = 2o sin(z3 — 22)(cos® 21 — 1)+ f4(2) sin z; sec(z3 —
29)(facos z1 + fa(2)), ps = p2+ 22 cos(z3 —2z2)(cosz1 —1) y
P4 = p2+ 22 8in z1. Ya que el sistema (32)-(33) es débilmente

p(z1,2) = (p2 p3 P4 )T =

de fase minima en una vecindad del punto de equilibrio z°,
entonces, de acuerdo a [22] la retroalimentacidn
u(z1,2) = b(z1,2) " [~a(z1, 2) + 0], (39)
con
v ==Ly, 5W(E) +w, (36)

donde W (Z) esta dada por (31) y w es una nueva entrada,
hace pasivo al sistema (32)-(33) desde esta entrada hasta la
salida y = 2z, con funcién de almacenamiento V(zy,2) =
%yQ + W(Z2). En la retroalimentacién (35)-(36) el término
Ly(z, )W (Z) estd dado por

Lyz, 5)W(Z) = [22p2 + 2303 + 24pa). (37

Se propone ahora una estrategia de control basada en un
control proporcional, méds precisamente

w = —kpe, (38)

donde k, es una ganancia real positiva y e es el error de
seguimiento definido como

e=y—y", (39)

donde y* es la trayectoria deseada (véase la Fig. 3). De
acuerdo con [23], en un sistema de lazo cerrado como el de
la Fig. 5 y con un controlador de ganancia finita k,,, el cual es
estrictamente pasivo, al ser conectado en cascada a un sistema
pasivo se tiene que el sistema en lazo cerrado es Lo-estable. ! 2
Entonces la accién de control (38) estabiliza al sistema y logra

1
Controlador de w Y

ganancia finita, kp

p| Sistema equivalente a
un sistema pasivo

=
My
A

Fig. 5. Sistema de control en lazo cerrado para seguimiento de trayectoria
estable.

ademds el seguimiento de la trayectoria y* por la salida y del
modelo del papalote, el cual se hace primero equivalente a un
sistema pasivo por medio de la retroalimentacién (35)-(36).

B. Seguimiento Robusto

El sistema (14) o, en forma equivalente, (32)-(33) es afecta-
do por incertidumbres tales como cambios en pardmetros como
son la velocidad del viento , V,,, y la longitud de la cuerda, r,
asi como perturbaciones externas (fendmenos de turbulencia,
por ejemplo). Se considera entonces el sistema perturbado

2 =a(y, 2) + Aa(y, 2,¢) + [b(y, 2) + Ab(y, 2, ()]u, (40)
Z=q(2) +py,2)y + Ap(y, 2, Qy, (4D
'Ly es el conjunto de todas la funciones medibles: f : Ry — R tales que

@2 =11 [~ 1 ()[2dt]]}/? < oo.
2Un sistema y = G(u) es Lo-estable si u € Lo implica que y € Lo.
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donde Aa(y,%,0) = a,(y,%,C) — aly, 7). Ab(y,5,¢) =
br(y, 2,C) — by, 2), y Ap(y,2,¢) = pr(y,2,C) — p(y,2)
son los términos de perturbacién. Los términos a,(y, Z, (),
b-(y,2,() y pr(y,Z,¢) son los términos reales asociados al
sistema perturbado y ( representa las incertidumbres; cuan-
do ¢ =0, ar(y,Z,O) = a(yvg)’ br(yv'g?O) = b(yvé)
y pr(y,2,0) = p(y,2), y el sistema perturbado (40)-(41)
coincide con el sistema nominal (32)-(33). Para compensar
las incertidumbres mencionadas arriba y lograr mantener la
equivalencia del sistema perturbado (40)-(41) a un sistema
pasivo, se propone en este trabajo utilizar la técnica de modos
deslizantes [24]. En base a esta técnica se propone la funcién
de conmutacién

A

s(y,v) =y — fg v(r)dr. (42)

Para atraer el movimiento del sistema a la superficie de
deslizamiento definida por s = 0, es suficiente satisfacer la
condicién de atraccion o deslizamiento ss < 0. Esta condicion
se satisface con la asignacién

$ =y —wv = —Tsign(s), 43)

donde T' > 0. Considerando el sistema nominal sin incerti-
dumbres (32)-(33), la ecuacién (43) toma la forma a(z1,2) +
b(z1, Z)u — v = —T'sign(s), entonces el control que logra que
el sistema alcance la superficie s = 0 en un tiempo finito estd
dada por

u = b(z1,2) " [~a(z1, 2) +v — Tsign(s)], (44)

donde v es el término de pasivacién (36). En la superficie
de deslizamiento s = 0, el control equivalente, .4, asociado
al control discontinuo (44) y que mantiene al sistema en esa
superficie coincide con la retroalimentacién (35)-(36) que hace
al sistema pasivo. Al sustituir el control (44) en el sistema
perturbado (40)-(41) se obtiene el sistema en lazo cerrado

Z1=v+ 0y 2,0, (45)
2= qo(2) + p(y, D)y + Gy, 2,0y, (46)

donde
¢1 = —Tsign(s) + Aa + Abb~ ! (—a — T'sign(s) +v), (47)
G =Ap. (48)

Debido entonces a los términos de perturbacién originados
por las incertidumbres del sistema, éste podria alejarse de
la superficie de deslizamiento s = 0, dejando asi de ser
equivalente a un sistema pasivo. Se hace entonces la siguiente
suposiciéon sobre los términos de perturbacién y se da una
condicién de suficiencia sobre el pardmetro I' de la ley de
control discontinua que asegura la atraccién a la superficie
s = 0 para el sistema perturbado en lazo cerrado (45)-(46).

Suposicion 2. Los términos de perturbacion estdn acotados,
es decir, |Aal < k3, |[Abb™Y| < ky, ||Ap]|| < ks y que, ademds,
el término (—a + v) también estd acotado, mds precisamente
|(—a +v)| < k¢. Donde ks, k4, ks y ke son reales positivos
diferentes de cero.

Lema 1. Considérese el sistema perturbado (40)-(41) junto
con la ley de control (44). Asuma que se satisface la suposicion
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2. Entonces la superficie de deslizamiento s = 0 es atractiva
para cualquier punto en el dominio D = {Z € R? : ||z <
rp}, siendo rp el radio de la vecindad alrededor del punto
de equilibrio zg del sistema nominal (32)-(33), con la ley de
control (44) si T, satisface

T > (1 — k)" ks + kake), (49)

con ky # 1.

Demostracion. Considere la funcién candidata de Lyapunov
Vi(s) = %s® dependiente de la superficie s. Entonces de
acuerdo con el criterio de estabilidad de Lyapunov se debe
cumplir la condicién V;(s) < 0, o escrito de otra forma
s$ < 0, donde ésta ultima corresponde a la condicién de
atraccion. Ahora, considere el sistema perturbado (40)-(41) en
lazo cerrado con la ley de control (44), o de forma equivalente
(45)-(46), ademés considere la funciéon de conmutacién (42).
Entonces a partir de (45) se tiene que $ = (1(y, 2,(), v, de la
expresion (47), la condicién de atraccidon toma la forma

—T'sign(s)s — Abb~'T'sign(s)s + Aas

+Abb ts(—a+v) < 0. (50)
Reiterando la ecuacion previa y considerando que se satisface
la suposicién 2 se tiene que |s|[—T" + k4I" + ks + kake] < 0,
entonces, si I' satisface (49) la superficie de deslizamiento

s = 0 se alcanza a partir de cualquier punto en el dominio D,
con ky # 1. O

s§=s( =

El resultado anterior da una condicién de suficiencia que
permite asegurar que la superficie de deslizamiento s = 0
(donde el sistema es equivalente a un sistema pasivo) es atrac-
tiva. Sin embargo, es interesante estudiar el comportamiento
del error de seguimiento (39) en el sistema perturbado en lazo
cerrado. Se introduce entonces la siguiente suposicién sobre
los términos L., 5yW(2) ¥ Lap(z, 2,0 W (2).

Suposicién 3. Existen funciones k°, a1(-) y as(:) tales que

HLp(21,2)W( )H < Oq( ) HLAp leC)W( )” < 042(2)y con
dominio D.

Se tiene entonces el siguiente resultado.

Lema 2. Considérese el sistema perturbado en lazo cerrado
(45)-(46) con el término v dado por (36) y la retroalimenta-
cion (38). Entonces, bajo las suposiciones 1, 2 y 3, el error
de seguimiento (39), estd ultimamente localmente acotado.

Demostracion. Al sustituir (36) y la retroalimentacion (38) en
(45)-(46) y usando la definicion del error de seguimiento (39)
se obtiene la dindmica perturbada.

—L p(e,y* E)W(~)_k e+C1(e,y*,Z,C)—y*,
Z=q+pley", D) (e+y*) + Gle,y" £, () (e + 7).

Considérese la funcién candidata de Lyapunov V.(e,Z) =
Le2 4 W (2), cuya derivada temporal a lo largo de las tra-
yectorias del sistema (51)-(52) estd dada por

Ve = ée+ Loy W (2) + Lp(e.y- )W (2)(e + v*)
+LAp(ey=.z.0W(Z) (e +y"),

&1y
(52)

é:

(53)

3Una funcién continua « : [0,a) — [0, 00) se dice que es de clase & si es
estrictamente creciente y a(0) = 0 [20].

o, en forma equivalente,
Vo = —kpe? + Ly, W + y* (L,W + La,W)
+e[~T'sign(s) — Abb~'T'sign(s) + Aa
+LapW + Abb™ (—a +v) — §*].

Ya que la dindmica Z satisface L, ;)W (Z) < 0, se tiene que
bajo la suposiciones 1, 2 y 3, V, puede reiterarse como

(54)

Vo < —kpe? + lelk + k1(aa(rp) + az(rp)), (55)

con k =T+ kyI' + ks + ao(rp) + kaks + ko. La ecuacion
(55) se puede reescribir como

Vo, < —(1 = 0)kpe® — Okpe® + kle| + ki (a1 (rp) + az(rp)),
(56)

con 0 < § < 1. Entonces se puede decir que
V. < —(1—0)kpe®  Ve> p,, (57

con pu, = —k + \/k? + 40k, k1 (1 (rp) + a2(rp)))
(—260k,)~"'. Por otro lado se puede concluir que, si el error
de seguimiento e crece mds alld de u.., Ve < 0. Es decir, el
error e esta dltimamente localmente acotado [20]. O

IV. SIMULACION NUMERICA

El objetivo de la simulacién es mostrar el comportamiento
del sistema en lazo cerrado bajo perturbaciones en la fase
de potencia del llamado ciclo de bombeo [2]. En esta fase el
papalote es empujado por el viento a cierta velocidad y ademas
se sigue una trayectoria como la descrita en la seccién II, ésto
para incrementar la tension en las cuerdas [25].

A. Detalles de la Simulacion

La Fig. 6 muestra los bloques usados en la simulacién.
El sistema se representa por (1), el controlador disefiado
corresponde al control de seguimiento (44), el generador de
trayectoria se describe en la Fig. 3 y el bloque de control
de ciclo y de la velocidad de la cuerda regula cada estado
dentro del ciclo. Los pardmetros del papalote son los mos-

Vx <Z)
\'1ef E E
,sse
Generador Control de
Control de:ciclo de nayecmna seguimiento S
x, r, TPs | v velocidad de AWE
cuerda X, r LY

Fig. 6. Diagrama de bloques usado para construir la simulacion.

trados en [12]: m = Tkg, A = 2lm2, d = 6m, E = 5,
Cr = 0.85, E' = 4.6. Se proponen los valores para m y d.
Las condiciones de conmutacion son: 07 p1 = 07 po = 0.6rad,
¢Tp1 = _¢TP2 = —1.1rad, O'2 = 0.33, ltransfer = 290m y
lrestart = 125m, 6, = 1.34rad. Las ganancias propuestas de
los controladores son: kp = 80, I' = 50. Para disminuir el
efecto de castafieo debido a la discontinuidad de la funcion
sign(s), se usa en su lugar la funcién saturacién dada por

1, si s> €
sat(s) = s/er, si —e; <s<e€
-1, si § < —€1
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donde €; es el espesor de la franja limite en el espacio s.
Durante la evolucién de la dindmica del sistema en fase de
transicién, s podria moverse dentro y fuera de ésta franja
limite. Sin embargo, una vez que la funcién de Lyapunov Vj
alcanza la condicién Vs < €7/2, s permanece acotada por
dicha franja [26], y entonces el lema 1 mantiene su validez
cuando s < €.

Las condiciones de viento son similares a las reportadas
en [12] y [8]: Viy = Vier = 7.5m/s, A¢p = 0.3rad,
p = 1.22Kg/m3, Z, = 6x10~*m/s, Zyey = 32.5m. Las
qondiciones iniciales son: #y = 1rad, ¢g = 0, 90 = 0.2rad/s,
¢o = 0.2rad/s, g = 125m. Parametros adicionales de
simulacién son: yrp = 1.8rad, At = 2s, velocidad de cuerda
Virope Vour = 1.5m/s, uyy, = +3m, e = 0.05. Las
perturbaciones presentes en el proceso son: (a) El uso del
modelo aproximado en el disefio del controlador introduce
incertidumbre. (b) El pardmetro E es variable debido a la
flexibilidad del papalote. (¢) El controlador considera un
valor constante para la velocidad del viento V,,, pero en el
sistema se introduce una perturbacién de la forma Di: =
0.25 cos(3t) + 1.5sin(0.5¢ 4+ 0.5) , (véase la Fig. 7(a)). (d)
El modelo considera que la direccion del viento estd alineada
con X en el marco no inercial. La simulacién considera que la
direccion del viento se desvia un dngulo A¢, medido a partir
del eje X. (e) La velocidad de la cuerda también se introduce
como una incertidumbre paramétrica.

B. Resultados

El modelo aproximado se basa en que Aa(z) ~ 0y
Y(xz,u) ~ 0. La Fig. 7(b) muestra que estos dngulos son
pequefios indicando que el modelo aproximado es adecuado
en esta fase. La acciéon de control u en la Fig. 7(c) esta
limitada a +3m, nétese que tiene un pequefio corrimiento
hacia abajo debido a la desviacion en la direccion del viento.
En la prictica, el actuador trabaja como un filtro evitando

10 (a), Velocidad del viento
= -V
£ shm M MM, s
N i
S W W W W W
200 220 240 260 280 300 320
1 ‘(b). Angulo§ Aoy ¥
~ —Aax)
g o y(x)
o~
= T
_ L L L L L L
200 220 240 260 280 300 320
5 ‘(c). Accién (‘;le control
£
<

-5 L L L L L L
200 220 240 . 260 280 300 320
Tiempo (s)

Fig. 7. (a) Velocidad del viento. (b) Angulos Aa(z) y ¥(x,u) (¢) Accién
de control.

el castaiieo generado por la ley de control, por lo que la
sefial entregada al sistema serd suave. La Fig. 8(a) muestra la
salida del sistema (4ngulo de velocidad), mientras que la Fig.
8(b) y 8(c) muestra el error de seguimiento y la superficie de
deslizamiento. Obsérvese, como es posible controlar el sistema
auin con las perturbacidn presentes.

(a). /"\ngulo de 12‘1 velocidad ‘

(Rad)

boww s
T T
<, <

L

L L
240 260, 280 300 320
(b).‘Error de segmmlento

L L L L L
200 220 240 260 280 300 320

(c).‘ Superficie c‘leslizante

200 220 240 . 260 280 300 320
Tiempo (s)

L (Rad)
8] (=)

Fig. 8. (a) Salida, dangulo de velocidad. (b) Error de seguimiento. (c)
Superficie deslizante.

Comentario 1. De acuerdo con el lema 1 la superficie de
deslizamiento es atractiva si se satisface (49) (véase Fig.
8(c)), por lo tanto el sistema serd pasivo bajo esta condicion.
También, de acuerdo con el lema 2, cuando el error crece mds
alld de ., la ley de control (44) hard que el sistema (40)-
(41) alcance la trayectoria de referencia (véase Fig. 8(a)) y
el error de seguimiento estard acotado (véase Fig. 8(b)).

C. Cdlculo de Energia

Los resultados mostrados en la Fig. 9 se obtienen usando
condiciones similares a las reportadas en [12], es por ello
que dicho trabajo se usa como referencia para evaluar los
resultados presentados en este trabajo. Entonces, nétese que:
(a) La principal diferencia es el controlador usado para se-

(a). ‘Longitud dg la cuerda

300 T T T T
= 250 : B
E 200t 1
150 ] i i i i ]
200 22 240 260 280 300 320
(b),‘ Tensién de‘la cuerda ‘
—~ 15+ .
é 10
=) , ‘ < ‘ ‘
200 220 240 260 280 300 320
(c). Potencia Instantanea
T T
< 20 i
z
< 10 1
aF o s ‘ ‘ WGen=1179 ‘kJ=327 V\"h —
200 220 240 . 2?0 280 300 320
Tiempo (S)

Fig. 9. Comportamiento en la fase de potencia.

guimiento de trayectoria. En [12] se usa una combinacion
de un control proporcional y un control PL. (b) Medir la
velocidad aparente del papalote (como en [12]) es equivalente
a medir la perturbacién en la velocidad del viento, el control
propuesto es robusto ante esta perturbacién usando sélo una
estimacion de ese valor, evitando el uso de un sensor a bordo
del papalote. (c¢) La ley de control (44) es capaz de compensar
todas las perturbaciones presentes en el proceso y mantener el
sistema estable. (d) Como consecuencia, la trayectoria deseada
se sigue adecuadamente y la energia, en fase de generacion,
es mayor que la reportada en [12]. M4s precisamente, se
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alcanza una mayor tensién en la cuerda y una mayor potencia
instantdnea en dicha fase, y por lo tanto una mayor cantidad
de energia: 1179KkJ en este trabajo comparados con los 884kJ
y 995kJ reportados en [12].

V. CONCLUSION

Se obtuvo un modelo aproximado de la forma & = f(z) +
g(x)u basado en la Ley de Razén de Giro y que considera
la dindmica interna del sistema. Se disefié un controlador de
seguimiento de trayectoria en la fase de potencia, basado en
el modelo aproximado y combinando ideas de pasividad y
modos deslizantes. Las simulaciones numéricas respaldan los
resultados expresados por medio de los lemas 1 y 2. También,
indican un buen desempefio del controlador compensando
las perturbaciones, siguiendo la trayectoria de referencia y
produciendo energia en la fase potencia. Como trabajo futuro
se propone minimizar el esfuerzo de control en la fase de po-
tencia, con el fin de disminuir la energia consumida. Ademads,
los resultados obtenidos se evaluardn en una plataforma real.
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