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Abstract— This paper presents a robust observer-based leader-

following consensus control for multi-agent systems subject to 

external disturbances.  The stability and robustness to external 

disturbances are addressed through the Lyapunov approach and 

an optimal 𝑯∞ criterion. It is shown that the design conditions for 

a correct convergence of the estimated states and consensus control 

can be expressed in a set of linear matrix inequalities whose 

solution allows computing the observer and controller gain 

matrices. In order to show the effectiveness of the proposed 

strategy, numerical examples are carried out to solve the formation 

control problem of a fleet of unmanned aerial vehicles (UAVs) 

under the effect of wind turbulence. 

 

Index Terms—Leader-following, multi-agent systems, 

observer-based control, robust control, formation control. 

 
I. INTRODUCCIÓN 

os sistemas multiagentes han tomado gran interés de parte 

de la comunidad científica en los últimos años, debido a que 

su uso permite realizar tareas que un solo agente no podría o 

tardaría mucho tiempo en realizar. Algunas aplicaciones de los 

sistemas multiagentes pueden encontrarse en: misiones de 

vigilancia y reconocimiento de áreas geográficas extensas [1] 

[2], misiones de búsqueda y rescate [3], ataque de objetivos en 

movimiento [4],  exploración marina [5], inspección de líneas 
de transmisión eléctrica [6], entre otras.  

Resolver el problema de control de formación en sistemas 

multiagentes permite realizar formaciones deseadas utilizando 

diferentes estrategias como son: utilizando una estructura 

virtual [7], estrategias basadas en comportamiento [8], líder-

seguidor [9], basado en grafos [10], potenciales artificiales [11], 

también se aborda el problema de control de formación con 

estrategias basadas en consenso [12], [13], o utilizando la 

relación de sistemas del tipo doble integrador [14], entre otras.  

La estrategia líder-seguidor es la más utilizada en la 

literatura, por su sencillez en el análisis y por su fácil 

implementación [15], [16]. El problema en el caso del consenso 
líder-seguidor es considerar cuando, todas las trayectorias de los 

agentes deben converger a un agente líder físico o virtual. La 

manipulación de todo el sistema multiagente puede alcanzarse 

solamente controlando al líder [17]. 

Para garantizar que los sistemas multiagentes lleguen a un 

consenso se aplican técnicas robustas a perturbaciones, como en 

[18] donde utilizan un control basado en una red neuronal 

añadiendo el concepto de la evasión de perturbaciones por 

medio de potenciales artificiales. En [19] resuelven el problema 

de control de formación óptimo para sistemas multiagentes 

considerando perturbaciones externas. En [20] utilizan la 
estructura líder-seguidor y un esquema de control de modos 

deslizantes aplicado en un modelo con incertidumbres y 

perturbaciones externas en vehículos de superficie subactuada. 

En [21] trabajan con un control de seguimiento por consenso de 

tiempo finito para sistemas multirobot añadiendo 

perturbaciones. En [22] diseñan un control por modelo de 

referencia basado en observador para sistemas multiagentes con 

un mecanismo activado por eventos que disminuye el 

intercambio de información entre los agentes. En [23] presentan 

una estrategia de control distribuida para resolver los problemas 

de consenso y control de formación en un equipo de VTOL-
UAVs. En [24] proponen un observador de estimación de fallas 

distribuidas proporcional-integral para sistemas multiagentes 

con un enfoque distribuido. 

En contraste con los trabajos anteriormente mencionados, 

donde se han estudiado estrategias robustas para compensar las 

perturbaciones sin considerar el análisis de estabilidad del 

consenso que involucre el diseño de un controlador basado en 

observador, en este trabajo se realiza el análisis de estabilidad 

utilizando el enfoque de Lyapunov y un criterio de optimización 

de 𝐻∞ para el cálculo de un controlador y observador robustos 

que resuelven el problema de consenso líder-seguidor. La 
principal contribución en este trabajo es el diseño de un control 

basado en observador robusto con la técnica líder-seguidor 

aplicado en el modelo matemático de una flotilla de UAVs que 

resuelven el problema de control de formación. Para ello se 

obtienen condiciones de desigualdades matriciales lineales 

(LMIs , por sus siglas en inglés) que garantizan la existencia de 

las ganancias de un controlador y observador robustos 

resolviendo el problema de optimización por 𝐻∞.  Se 

ejemplifica mediante simulaciones la efectividad del esquema 

propuesto, donde la ley de control se amplía para resolver el 

problema de control de formación utilizando el modelo 
dinámico de un equipo de UAVs sujetos a perturbaciones 

externas consideradas como turbulencias en el viento descritas 

por el modelo de Dryden presentado en [25]. 

La organización de este artículo se presenta a continuación. 

En la sección II se muestran los Preliminares. La teoría de grafos 

y el planteamiento del problema se encuentran en la sección III. 

En la sección IV se muestra el diseño del controlador basado en 

observador líder seguidor para un sistema multiagente y las 

condiciones LMIs obtenidas. En la sección V se muestra un 

ejemplo numérico que muestra la efectividad del control. Las 

conclusiones se muestran en la sección VI. 
 

II. PRELIMINARES 

Sea 𝑋 una matriz, entonces 𝑋𝑇 denota la transpuesta de la 

matriz, 𝑋 = 𝑋𝑇 > (<)0 denota una matriz simétrica definida 

positiva (negativa) respectivamente. El conjunto de números 

reales es representado por ℝ. ‖. ‖ denota la norma Euclidiana. 

Por simplicidad, ∗  para una matriz simétrica representa 

términos simétricos. La parte Hermitiana de una matriz 

cuadrada 𝑋 es denotada por 𝐻𝑒{𝑋} ≔ 𝑋 + 𝑋𝑇 . El símbolo ⊗ 

denota el productor Kronecker. 

L 
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Lema 1 ([26]): Para matrices reales 𝐴̅ , 𝐵̅ , 𝐶̅ , y 𝐷̅  con 

dimensiones apropiadas, el producto Kronecker ⊗ cuenta con 

las siguientes propiedades: 

1) (𝐴̅ + 𝐵̅) ⊗ 𝐶̅ = 𝐴̅ ⊗ 𝐶̅ + 𝐵̅ ⊗ 𝐶̅, 

2) (𝐴̅ ⊗ 𝐵̅)𝑇 = 𝐴̅𝑇 ⊗ 𝐵̅𝑇, 

3) (𝐴̅ ⊗ 𝐵̅)(𝐶̅ ⊗ 𝐷̅) = (𝐴̅𝐶̅) ⊗ (𝐵̅𝐷̅). 

Lema 2 ([27]): Dada la matriz simétrica [ 𝐴̅ 𝐵̅
𝐵̅𝑇 𝐶̅

] < 0 , los 

siguientes planteamientos son equivalentes. 

1) 𝐴̅ < 0, 𝐶̅ − 𝐵̅𝑇𝐴̅−1𝐵̅ < 0, 

2) 𝐶̅ < 0, 𝐴̅ − 𝐵̅𝑇𝐶̅−1𝐵̅ < 0. 

Lema 3 ([28]): Dadas las matrices 𝑋  y 𝑌  de dimensiones 

apropiadas, para cualquier matriz invertible 𝑆  y cualquier 

escalar 𝜇 > 0 se tiene lo siguiente: 

𝑋𝑇𝑌 + 𝑌𝑇𝑋 ≤ 𝜇𝑋𝑇𝑆𝑋 + 𝜇−1𝑌𝑇𝑆−1𝑌. 

 

Como se trabaja en [29] un grafo direccionado 𝒢 es un par 

(𝒱, ℰ ), donde 𝒱 = {𝕧1,  𝕧2, … , 𝕧𝑁}  es un conjunto finito no 

vacío de nodos (agentes) y ℰ = {(𝑖, 𝑗): 𝑖, 𝑗 ∈ 𝒱} ⊆ 𝒱 × 𝒱 es un 

conjunto de arcos. 𝑁 es el número total de agentes. Los agentes 

vecinos del agente 𝑖 son denotados como 𝑗 ∈ 𝒩𝑖. La matriz de 

adyacencias 𝒜 = [𝑎𝑖𝑗] ∈ ℝ𝑁×𝑁  asociada con el grafo 𝒢  se 

define tal que 𝑎𝑖𝑖 = 0, 𝑎𝑖𝑗 > 0 si y solo si (𝑖, 𝑗) ∈ ℰ  y de lo 

contrario 𝑎𝑖𝑗 = 0 . La matriz de adyacencias de un grafo 

bidireccional se define como 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖 , ∀𝑖 ≠ 𝑗 y 𝒜 = 𝒜𝑇 . La 

matriz Laplaciana ℒ ∈ ℝ𝑁×𝑁  se define como ℒ𝑖𝑖 = ∑ 𝑎𝑖𝑗𝑗≠𝑖  y 

ℒ𝑖𝑗 = −𝑎𝑖𝑗 . Sea 𝛼𝑖 > 0 sí existe un enlace directo del agente 

líder al agente i, de lo contrario 𝛼𝑖 = 0 como lo reportan en 

[29], [30], y Λ = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑁), entonces ℒ̅ = ℒ + Λ. 

 

III. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

 
Considere un sistema multiagente formado por agentes cada 

uno de la forma: 

 

𝑥̇𝑖(𝑡) = 𝐴𝑥𝑖(𝑡) + 𝐵𝑢𝑖(𝑡) + 𝐷𝑑𝑖(𝑡), 

𝑦𝑖(𝑡) = 𝐶𝑥𝑖(𝑡), 
 

(1) 

 

en donde 𝑥𝑖(𝑡) ∈ ℝ𝑛  es el vector que representa a todos los 

estados, el subíndice 𝑖 representa el número 𝑁 de agentes en el 

sistema, 𝑢𝑖(𝑡) ∈ ℝ𝑚 es el vector de entradas, 𝑦𝑖(𝑡) ∈ ℝ𝑝 es el 

vector de salidas, 𝑑𝑖(𝑡) ∈ ℝ𝑑  es el vector de perturbaciones 

(𝑖 = 1,2,… ,𝑁)  no son perturbaciones desvanecientes y 

tampoco son acopladas pero si deben estar acotadas, con 

matrices 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 , 𝐵 ∈ ℝ𝑛×𝑚 , 𝐶 ∈ ℝ𝑝×𝑛 , 𝐷 ∈ ℝ𝑛×𝑑 . Las 

siguientes suposiciones se proponen en este trabajo: 

𝒮1 ) Para cada agente se cumple que el par (𝐴, 𝐵)  es 

controlable. 

𝒮2 ) Para cada agente se cumple que el par (𝐴, 𝐶)  es 

observable. 

𝒮3) El grafo es fuertemente conectado. 

Lema 4 ([29]): La matriz ℒ̅ tiene eigenvalores no negativos. La 

matriz ℒ̅ es definida positiva si y solo si el grafo 𝒢 es conectado 

y cuenta con un "árbol expandido directo"(spanning tree) 

indirecta (undirected graph). 

En este artículo se diseña un control líder-seguidor robusto para 

el sistema multiagente en (1) tal que todos los agentes converjan 

a las trayectorias deseadas en consenso. Por lo tanto, el modelo 

dinámico del líder se describe a continuación: 

 

𝑥̇𝑟(𝑡) = 𝐴𝑥𝑟(𝑡),   

(2) 

donde 𝑥𝑟(𝑡) ∈ ℝ𝑛  es un vector de estados 𝑛  dimensional, 

𝑢𝑟(𝑡) ∈ ℝ𝑚 es el vector de entradas y el subíndice 𝑟 representa 

al agente líder. Se define al error de seguimiento para cada 

agente de la siguiente manera: 

 

𝛿𝑖(𝑡) = 𝑥𝑖(𝑡) − 𝑥𝑟(𝑡),  

(3) 

entonces, se obtiene el siguiente error de seguimiento 

 

𝛿̇𝑖(𝑡) = 𝐴𝛿𝑖(𝑡) + 𝐵𝑢𝑖(𝑡) + 𝐷𝑑𝑖(𝑡).  

(4) 

 
El seguimiento del agente líder es alcanzado si se satisface que: 

  

lim
𝑡→∞

‖𝑥𝑖(𝑡) − 𝑥𝑟(𝑡)‖ = 0 , ∀𝑖 = 1,2,… ,𝑁.  

(5) 

Por lo tanto, se propone el siguiente control basado en 

observador: 

 

𝑢𝑖(𝑡) = 𝐾 [∑ (𝛿̂𝑖(𝑡) − 𝛿̂𝑗(𝑡))𝑗∈𝒩𝑖
+ 𝛼𝑖𝛿̂𝑖(𝑡)], 

 

(6) 

 

donde 𝐾 ∈ ℝ𝑚×𝑛 es la ganancia del control a diseñar, 𝛼𝑖 ≥ 0 es 

una constante positiva, 𝛿̂𝑖(𝑡)  es el vector de error de 

seguimiento estimado del agente 𝑖, y 𝛿̂𝑗(𝑡) es el vector de error 

de seguimiento estimado del agente 𝑗. 
 

El problema planteado en este artículo es diseñar un control 

robusto que resuelva el problema de líder-seguidor para 

sistemas multiagentes de la forma mostrada en (1) a partir de la 
estimación del error de seguimiento de los agentes locales y 

vecinos (4), con respecto a un agente virtual de la forma (2), 

cuya ley de control sea de la forma (6). 

 

IV. DISEÑO DEL CONTROLADOR BASADO EN 

OBSERVADOR LÍDER-SEGUIDOR 

 

En esta sección se presenta el análisis de estabilidad 

utilizando el enfoque de Lyapunov para el diseño de un 

observador y un control líder-seguidor que son expresados 

como un conjunto de desigualdades matriciales lineales cuya 

solución permite el cálculo de las ganancias matriciales de 
estos. 

 

En un escenario práctico es muy probable que no se cuente 

con sensores capaces de medir de forma precisa las salidas del 

sistema, por lo tanto, el control utiliza la estimación de estados 

proveída por el siguiente observador: 

𝑥̇𝑖(𝑡) = 𝐴𝑥𝑖(𝑡) + 𝐵𝑢𝑖(𝑡) + 𝐿𝑜 (𝑦𝛿𝑖
(𝑡) − 𝑦̂𝛿𝑖

(𝑡)), 

𝑦̂𝛿𝑖
(𝑡) = 𝐶𝑥𝑖(𝑡),        𝑖 = 1, 2… ,𝑁, 

 

 

(7) 
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donde 𝑥𝑖(𝑡) ∈ ℝ𝑛  es la estimación del vector de estados del 

agente i, 𝑦̂𝛿𝑖
(𝑡) ∈ ℝ𝑝 es el vector de salidas estimadas, y 𝐿𝑜 ∈

ℝ𝑛×𝑝  es la ganancia del observador a diseñar. El error de 

estimación se define como 𝑒𝑖(𝑡) = 𝛿𝑖(𝑡) − 𝛿̂𝑖(𝑡) = (𝑥𝑖(𝑡) −
𝑥𝑟(𝑡)) − (𝑥𝑖(𝑡) − 𝑥𝑟(𝑡)), por lo tanto, la dinámica del error de 

estimación queda descrito por: 

 

𝑒̇𝑖(𝑡) = (𝐴 − 𝐿𝑜𝐶)𝑒𝑖(𝑡) + 𝐷𝑑𝑖(𝑡).  

(8) 

Se definen los vectores 𝑒(𝑡) = [𝑒1(𝑡)
𝑇 , 𝑒2(𝑡)

𝑇 , … , 𝑒𝑁(𝑡)𝑇]𝑇 , 

𝑑(𝑡) = [𝑑1(𝑡)
𝑇 , 𝑑2(𝑡)

𝑇 , … , 𝑑𝑁(𝑡)𝑇]𝑇, por lo tanto, (8) puede ser 

reescrita utilizando el producto Kronecker 

 

𝑒̇(𝑡) = (𝐼𝑁 ⊗ (𝐴 − 𝐿𝑜𝐶))𝑒(𝑡) + (𝐼𝑁 ⊗ 𝐷)𝑑(𝑡).  

(9) 

Al conectar el control en (6) con (7), se obtiene: 

𝛿̇𝑖(𝑡) = 𝐴𝛿𝑖 + 𝐵𝐾( ∑(𝛿𝑖 − 𝛿𝑗)

𝑗∈𝒩𝑖

+ 𝛼𝑖𝛿̂𝑖) + 𝐷𝑑𝑖 , 
 

 
(10) 

nótese que, 

𝛿̇𝑖 = 𝐴𝛿𝑖 + 𝐵𝐾( ∑ ((𝛿𝑖 − 𝛿𝑗) − (𝑒𝑖 − 𝑒𝑗))

𝑗∈𝒩𝑖

+ 𝛼𝑖(𝛿𝑖 − 𝑒𝑖)) + 𝐷𝑑𝑖 . 

 
 
 
 
 
 
(11) 

 

Se definen los vectores 𝛿(𝑡) = [𝛿1(𝑡)
𝑇 , 𝛿2(𝑡)

𝑇 ,… , 𝛿𝑁(𝑡)𝑇]𝑇 , 

por lo tanto, (11) puede ser reescrita utilizando el producto 

Kronecker 
 

𝛿̇ = (𝐼𝑁 ⊗ 𝐴)𝛿 + (ℒ̅ ⊗ 𝐵𝐾)(𝛿 − 𝑒) + (𝐼𝑁 ⊗ 𝐷)𝑑.  

(12) 

Se definen los siguientes vectores 𝑧 = [𝛿𝑇 , 𝑒𝑇]𝑇, combinando 

(9) y (12), 

 
𝑧̇ = 𝐴̃𝑧 + 𝐵̃𝑑,  

(13) 

donde: 

𝐴̃ = [
𝐼𝑁 ⊗ 𝐴 + ℒ̅ ⊗ 𝐵𝐾 −ℒ̅ ⊗ 𝐵𝐾

0 𝐼𝑁 ⊗ (𝐴 − 𝐿𝑜𝐶)
], 

 

𝐵̃ = [
𝐼𝑁 ⊗ 𝐷
𝐼𝑁 ⊗ 𝐷

]. 

 

IV.I. ANÁLISIS DE ESTABILIDAD DEL 

CONTROL 

A continuación se presenta el análisis de 

estabilidad del sistema en lazo cerrado (13). 

 

 

 

Se define la siguiente función candidata de Lyapunov como 

𝑉 = 𝑧𝑇𝑑𝑖𝑎𝑔(𝐼𝑁 ⊗ 𝑃1, 𝐼𝑁 ⊗ 𝑃2)𝑧 , donde 𝑃1 ∈ ℝ𝑛×𝑛 , 𝑃1 =
𝑃1

𝑇 > 0 y 𝑃2 ∈ ℝ𝑛×𝑛, 𝑃2 = 𝑃2
𝑇 > 0. La derivada de 𝑉 a lo largo 

de las trayectorias de (13) están dadas por: 

 

𝑉̇ = 2𝑧𝑇(𝑑𝑖𝑎𝑔(𝐼𝑁 ⊗ 𝑃1, 𝐼𝑁 ⊗ 𝑃2))𝑧̇  

 

 

                = 2𝛿𝑇(𝐼𝑁 ⊗ 𝑃1𝐴 + ℒ̅ ⊗ 𝑃1𝐵𝐾)𝛿
− 2𝛿𝑇(ℒ̅ ⊗ 𝑃1𝐵𝐾)𝑒
+ 2𝛿𝑇(𝐼𝑁 ⊗ 𝑃1𝐷)𝑑
+ 2𝑒𝑇(𝐼𝑁 ⊗ (𝑃2𝐴 − 𝑃2𝐿𝑜𝐶))𝑒

+ 2𝑒𝑇(𝐼𝑁 ⊗ 𝑃2𝐷)𝑑. 
 

 

 

 

 

(14) 

Se define el siguiente cambio de coordenadas: 

𝜑1 = [𝑇−1 ⊗ 𝐼𝑁]𝛿, 

𝜑2 = [𝑇−1 ⊗ 𝐼𝑁]𝑒, 

𝜑3 = [𝑇−1 ⊗ 𝐼𝑁]𝑑, 

 
 

 

(15) 

 

donde 𝑇 ∈ ℝ𝑁×𝑁  es una transformación lineal construida a 

partir de los eigenvectores asociados de la matriz Laplaciana ℒ̅ 

tal que ℒ̅ = 𝑇𝐽𝑇−1 , con 𝐽 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆1, 𝜆2,… , 𝜆𝑁) . Utilizando 

(15) en (14), se obtiene: 

  
𝑉̇ = 2𝜑1

𝑇(𝐼𝑁 ⊗ 𝑃1𝐴 + ℒ̅ ⊗ 𝑃1𝐵𝐾)𝜑1

− 2𝜑1
𝑇(ℒ̅ ⊗ 𝑃1𝐵𝐾)𝜑2

+ 2𝜑1
𝑇(𝐼𝑁 ⊗ 𝑃1𝐷)𝜑3

+ 2𝜑2
𝑇(𝐼𝑁 ⊗ (𝑃2𝐴 − 𝑃2𝐿𝑜𝐶))𝜑2

+ 2𝜑2
𝑇(𝐼𝑁 ⊗ 𝑃2𝐷)𝜑3, 

 

 
 

 
 
 
 

(16) 

entonces debido al Lema 4, (16) puede ser reescrita como: 

 

𝑉̇ = ∑𝜑1𝑗

𝑇

𝑁

𝑗=1

𝐻𝑒{𝑃1𝐴 + 𝜆𝑗𝑃1𝐵𝐾}𝜑1𝑗

− 2∑𝜑1𝑗

𝑇

𝑁

𝑗=1

(𝜆𝑗𝑃1𝐵𝐾)𝜑2𝑗

+ 2∑𝜑1𝑗

𝑇

𝑁

𝑗=1

(𝑃1𝐷)𝜑3𝑗

+ ∑𝜑2𝑗

𝑇

𝑁

𝑗=1

𝐻𝑒{𝑃2𝐴 − 𝑃2𝐿𝑜𝐶}𝜑2𝑗

+ 2∑𝜑2𝑗

𝑇

𝑁

𝑗=1

(𝑃2𝐷)𝜑3𝑗
. 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

(16) 

 

De acuerdo a la teoría de control robusto como lo reportan en 

[31] la ganancia 𝐿2 de 𝑑(𝑡) a 𝑧(𝑡) debe ser menor o igual que 

𝛾, por lo tanto, la siguiente desigualdad se mantiene 

 
‖𝑧(𝑡)‖2 ≤ 𝛾2‖𝑑(𝑡)‖2. 

 

 

(17)  

Considere el siguiente índice de desempeño acorde con (16): 

𝒮𝑇 = ∫ ∑(𝜑1𝑗
(𝑡)𝑇𝜑1𝑗

(𝑡) + 𝜑2𝑗
(𝑡)𝑇𝜑2𝑗

(𝑡)

𝑁

𝑗=1

∞

0

− 𝜑3𝑗
(𝑡)𝑇𝜑3𝑗

(𝑡))𝑑𝑡, 

 
 

𝒮𝑇 ≤  ∫ ∑(𝜑1𝑗
(𝑡)𝑇𝜑1𝑗

(𝑡) + 𝜑2𝑗
(𝑡)𝑇𝜑2𝑗

(𝑡)

𝑁

𝑗=1

∞

0

− 𝜑3𝑗
(𝑡)𝑇𝜑3𝑗

(𝑡) + 𝑉̇)𝑑𝑡. 

 

 (18) 

La finalidad de los índices de desempeño en (18) es la de 

minimizar el efecto de la perturbación. 
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Sustituyendo (16) en (18), se define 𝜑𝑗(𝑡) =

[𝜑
1𝑗
(𝑡)𝑇 ,𝜑

2𝑗
(𝑡)𝑇 ,𝜑

3𝑗
(𝑡)𝑇]

𝑇

,  entonces 𝐽𝑇 ≤ ∑ 𝜑(𝑡)𝑗
𝑇𝑁

𝑗=1 Ω𝑗𝜑(𝑡)
𝑗
 

donde 
 

Ω𝑗 = [

𝐻𝑒{𝑃1𝐴 + 𝜆𝑗𝑃1𝐵𝐾} + 𝐼 −𝜆𝑗𝑃1𝐵𝐾 𝑃1𝐷

∗ 𝐻𝑒{𝑃2𝐴 − 𝑃2𝐿𝑜𝐶} + 𝐼 𝑃2𝐷

∗ ∗ −𝛾2𝐼

]. 
 

 

Cuando Ω𝑗 < 0 , para todo 𝑗 = 1, 2,… ,𝑁,  implica que el error 

de seguimiento 𝛿𝑖(𝑡) y el error de estimación ei(t) son 

cuadráticamente estables con una norma 𝐻∞ delimitada por 𝛾. 

El siguiente teorema brinda condiciones de desigualdad 

matricial lineal para ser computadas. 

 

Teorema 1: Considere el sistema en lazo cerrado en (13), dados 

los eigenvalores 𝜆𝑗(ℒ̅), 𝑗 = 1,2,… ,𝑁; si existen matrices 𝑃̅1 =

𝑃̅1
𝑇 > 0, 𝑃2 = 𝑃2

𝑇 > 0, 𝑁1, 𝑀𝑜, y el escalar 𝜇 > 0 fijo tal que la 

desigualdad matricial (19) se cumpla minimizando 𝛾  según 

(17), entonces la ganancia del observador puede ser calculada 

como 𝐿𝑜 = 𝑃2
−1𝑀𝑜 y la ganancia del control como 𝐾 = 𝑁1𝑃̅1

−1; 

y se resuelve el problema de líder seguidor basado en 

observador robusto para el sistema multiagente (1) bajo el 

control (6) y el observador (7).  

 

[
 
 
 
 
 
𝑄1𝑗

0𝑛×𝑛 𝐷 −𝜆𝑗𝐵𝑁1 0𝑛×𝑛

∗ 𝑄2 𝑃2𝐷 0𝑛×𝑛 𝐼𝑛×𝑛

∗ ∗ −𝛾2𝐼𝑚×𝑛 0𝑚×𝑛 0𝑚×𝑛

∗ ∗ ∗ −𝜇−1𝑃̅1 0𝑛×𝑛

∗ ∗ ∗ ∗ −𝜇𝑃̅1]
 
 
 
 
 

< 0. 

 

(19) 

Donde 𝑄1𝑗
= 𝐻𝑒{𝐴𝑃̅1 + 𝜆𝑗𝐵𝑁1} + 𝐼𝑛  y 𝑄2 = 𝐻𝑒{𝑃2𝐴 −

𝑀𝑜𝐶} + 𝐼𝑛 , 𝜇 es una variable de sintonización para encontrar 

una posible solución y 𝛾 se describe en (17) y delimita la norma 

𝐻∞. 

Prueba: Pre y post multiplicando Ω𝑗 por 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑃1
−1, 𝐼𝑛×𝑛, 𝐼𝑛×𝑛), 

se obtiene: 

 

[

𝐻𝑒{𝐴𝑃̅1 + 𝜆𝑗𝐵𝐾𝑃̅1} + 𝑃̅1𝑃̅1 −𝜆𝑗𝐵𝐾 𝐷

∗ 𝐻𝑒{𝑃2𝐴 − 𝑃2𝐿𝑜𝐶} + 𝐼𝑛×𝑛 𝑃2𝐷

∗ ∗ −𝛾2𝐼𝑚×𝑛

]

< 0. 

 

(20) 

 

note que (20) puede ser reescrita como se muestra a 

continuación: 

 

[

𝐻𝑒{𝐴𝑃̅1 + 𝜆𝑗𝐵𝐾𝑃̅1} + 𝑃̅1𝑃̅1 0𝑛×𝑛 𝐷

∗ 𝐻𝑒{𝑃2𝐴 − 𝑃2𝐿𝑜𝐶} + 𝐼𝑛×𝑛 𝑃2𝐷

∗ ∗ −𝛾2𝐼𝑚×𝑛

]

+ 𝐻𝑒 {[

−𝜆𝑗𝐵𝐾

0𝑛×𝑛
0𝑚×𝑛

] [0𝑛×𝑛 𝐼𝑛×𝑛 0𝑛×𝑚]} < 0. 

 

(21) 

 

Aplicando la relación de Young (Lema 3) en (21) se obtiene: 

 

[

𝐻𝑒{𝐴𝑃̅1 + 𝜆𝑗𝐵𝐾𝑃̅1} + 𝑃̅1𝑃̅1 0𝑛×𝑛 𝐷

∗ 𝐻𝑒{𝑃2𝐴 − 𝑃2𝐿𝑜𝐶} + 𝐼𝑛×𝑛 𝑃2𝐷

∗ ∗ −𝛾2𝐼𝑚×𝑛

]

+ 𝜇 [

−𝜆𝑗𝐵𝐾

0𝑛×𝑛
0𝑚×𝑛

] 𝑃̅1[−𝜆𝑗(𝐵𝐾)𝑇 0𝑛×𝑛 0𝑛×𝑚]

+ 𝜇−1 [
0𝑛×𝑛
𝐼𝑛×𝑛
0𝑚×𝑛

] 𝑃̅1
−1[0𝑛×𝑛 𝐼𝑛×𝑛 0𝑛×𝑚] < 0, 

 

(22) 

donde 𝜇 > 0. Utilizando el complemento de Schur (Lema 2) en 

(22) se tiene la siguiente desigualdad como resultado: 
   

[
 
 
 
 
 
 
Θ1𝑗

0𝑛×𝑛 𝐷 −𝜆𝑗𝐵𝐾𝑃̅1 0𝑛×𝑛 𝑃̅1

∗ Θ2 𝑃2𝐷 0𝑛×𝑛 𝐼𝑛×𝑛 0𝑛×𝑛

∗ ∗ −𝛾2𝐼𝑚×𝑛 0𝑚×𝑛 0𝑚×𝑛 0𝑚×𝑛

∗ ∗ ∗ −𝜇−1𝑃̅1 0𝑛×𝑛 0𝑛×𝑛

∗
∗

∗
∗

∗
∗

∗
∗

−𝜇𝑃̅1

∗

0𝑛×𝑛

−𝐼𝑛×𝑛]
 
 
 
 
 
 

< 0 (23) 

donde Θ1𝑗
= 𝐻𝑒{𝐴𝑃̅1 + 𝜆𝑗𝐵𝐾𝑃̅1} y Θ2 = 𝐻𝑒{𝑃2𝐴 − 𝑃2𝐿𝑜𝐶} +

𝐼𝑛 . Reemplazando 𝑁1 = 𝐾𝑃̅1 , 𝑁1 ∈ ℝ𝑛×𝑚  y 𝑀𝑜 = 𝑃2𝐿𝑜 , 𝑀𝑜 ∈
ℝ𝑚×𝑛 en la desigualdad (23) se obtiene la desigualdad (19) por 

lo que el Teorema 1 queda demostrado (Q.E.D). 

 

Observación 1: En el trabajo [27] se considera el problema de 

consenso de sistemas multiagentes con parámetros variantes 
utilizando una topología de comunicación “indirecta” donde la 

perturbación afecta tanto las entradas y salidas por igual. La 

diferencia con nuestro trabajo es que las condiciones LMIs se 

basan en el análisis de estabilidad donde se considera 

únicamente una perturbación en la entrada y que el tipo de 

topología de comunicación utilizada es "árbol expandido 

directo" (spanning tree). Además, las condiciones LMIs se 

obtienen a partir de la relación de Young como lo reporta [28] 

debido a que el control está basado en los estados estimados de 

un observador. 

 

Observación 2: Para comprobar que la desigualdad (19) sea 
realizable se ha verificado con el trabajo presentado en [32]. 

 

V. EJEMPLO NUMÉRICO 

En esta sección se presenta un ejemplo numérico para 

mostrar la efectividad de la estrategia presentada anteriormente, 

la cual es aplicada en un grupo de vehículos aéreos no tripulados 

cuyo modelo matemático se presenta a continuación:  

 

𝑋̈𝑖 = (cos𝜓𝑖 sin 𝜃𝑖 cos𝜙𝑖 + sin𝜓𝑖 sin𝜙𝑖)
1

𝑚𝑖

𝑇𝑖 ,

𝑌̈𝑖 = (sin𝜓𝑖 sin 𝜃𝑖 cos𝜙𝑖 − cos𝜓𝑖 sin𝜙𝑖)
1

𝑚𝑖

𝑇𝑖 ,

𝑍̈𝑖 = −𝑔 + (cos𝜃𝑖 cos𝜙𝑖)
1

𝑚𝑖

𝑇𝑖 ,

𝜙̈𝑖 = 𝜃̇𝑖𝜓̇𝑖 (
𝐽𝑦 − 𝐽𝑧

𝐽𝑥
) +

1

𝐽𝑥
𝑅𝑖 ,

𝜃̈𝑖 = 𝜙̇𝑖𝜓̇𝑖 (
𝐽𝑧 − 𝐽𝑥

𝐽𝑦
) +

1

𝐽𝑦
𝑃𝑖 ,

𝜓̈𝑖 = 𝜃̇𝑖𝜙̇𝑖 (
𝐽𝑥 − 𝐽𝑦

𝐽𝑧
) +

1

𝐽𝑧
𝑌𝑤𝑖 ,

 

(24) 
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donde 𝑋𝑖, 𝑌𝑖 y 𝑍𝑖 son las posiciones del agente i-ésimo en el 

espacio euclidiano, 𝜙𝑖, 𝜃𝑖 y 𝜓𝑖 son los ángulos de Euler roll, 

pitch y yaw respectivamente, 𝑇𝑖 es el thrust o también llamado 
empuje, el cual es generado por los rotores y permite al dron 

elevarse, descender o mantener la posición de hover (posición 

de vuelo estática), 𝑅𝑖, 𝑃𝑖 y 𝑌𝑤𝑖 son los torques rotacionales, 𝑚𝑖 

es la masa del dron, g es la aceleración de la gravedad y 𝐽𝑥, 𝐽𝑦 y 

𝐽𝑧 son los momentos de inercia con respecto a los diferentes 

ejes. 

En [33] se encuentran las relaciones que existen entre la ley 

de control 𝑢𝑖 y los ángulos deseados 𝜙𝑑𝑖, 𝜃𝑑𝑖 y 𝜓𝑑𝑖. Se calculan 

los ángulos deseados de todos los drones en el sistema como se 

muestra a continuación: 

 

 

𝜙𝑑𝑖 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(
−𝑢2𝑖

√𝑢1𝑖
2 + (𝑢3𝑖 + 𝑔)2

), 

 

𝜃𝑑𝑖 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (
𝑢1𝑖

𝑢3𝑖 + 𝑔
), 

 

𝜓𝑑𝑖 = 0. 
(25) 

 

Es necesario el diseño de un controlador interno para la parte 

rotacional del modelo dinámico de los UAVs (24) que permita 

manipular los ángulos mediante (25). 

Para calcular el empuje o thrust de los rotores de los UAVs, la 

entrada de la parte traslacional del sistema, se utiliza la siguiente 

expresión: 

𝑇𝑖 = 𝑚𝑖√𝑢1𝑖
2 + 𝑢2𝑖

2 + (𝑢3𝑖 + 𝑔)2. 

(26) 

 

Los parámetros utilizados en las simulaciones de este 

modelo dinámico se muestran en la Tabla 1, que fueron tomados 

de [34], parámetros que pertenecen al UAV modelo crazyflie 

2.0. 
TABLA I 

PARÁMETROS CORRESPONDIENTES AL DRON CRAZYFLIE 2.0 

Símbolo Descripción Valor 

m Masa total 0.33 [Kg] 

g Aceleración de la gravedad 9.81 [m/s2] 

Jx Momento de inercia en el eje x 1.657 x 10-5 [Kg x m2] 

Jy Momento de inercia en el eje y 1.665 x 10-5 [Kg x m2] 

Jz Momento de inercia en el eje z 2.926 x 10-5 [Kg x m2] 

Es necesario adaptar el protocolo de consenso aplicado a 

resolver control de formación (28) (𝑢𝑖), para ser las entradas del 

modelo dinámico de los UAVs. 

Para poder resolver el problema de control de formación en 

una flotilla de UAVs se utiliza una representación de sistemas 

doble integrador descritos por: 

 

𝑝̇𝑖(𝑡) = 𝑣𝑖(𝑡), 
𝑣̇𝑖(𝑡) = 𝑢𝑖(𝑡), 
𝑦𝑝𝑖(𝑡) = 𝑝𝑖(𝑡), 

(27) 

y el control en (6) se modifica haciendo las siguientes 

consideraciones 𝑥𝑖(𝑡) = [𝑝𝑖(𝑡)
𝑇 , 𝑣𝑖(𝑡)

𝑇]𝑇 , 𝑥𝑟(𝑡) =
[𝑝𝑟(𝑡)𝑇 , 𝑣𝑟

𝑇]𝑇 , definiendo los vectores ℎ𝑖  y ℎ𝑗  como la 

configuración rígida de la formación deseada la cual se 

considera estática, quedando de la siguiente manera: 

 
𝑢𝑖(𝑡) = 𝐾 ∑ (𝑥̂̅𝑖(𝑡) − 𝑥̂̅𝑗(𝑡))𝑗∈𝒩𝑖

+ 𝛼𝑖𝐾(𝑥̂̅𝑖(𝑡) − 𝑥̅𝑟(𝑡)),  
(28) 

donde K es la ganancia de control, 𝑥̂̅𝑖(𝑡) = [𝑝̂𝑖(𝑡)
𝑇 −

ℎ𝑖 , 𝑣𝑖(𝑡)
𝑇]𝑇 es el vector de estados estimados del agente i, 

𝑥̂̅𝑗(𝑡) = [𝑝̂𝑗(𝑡)
𝑇 − ℎ𝑗, 𝑣𝑗(𝑡)

𝑇]
𝑇
 es el vector de estados estimados 

del agente j, y 𝑥̅𝑟(𝑡) = [𝑝𝑟(𝑡)
𝑇 , 𝑣𝑟(𝑡)

𝑇]𝑇 son los estados del agente 

virtual. La ley de control (27) puede ser reescrita como: 
 

𝑢𝑖(𝑡) = 𝐾 ∑ 𝑎𝑖𝑗(𝛿𝑖(𝑡) − 𝛿𝑗(𝑡))𝑗∈𝒩𝑖
+ 𝛼𝑖𝐾𝛿𝑖.  

(29) 

 

         Conectado (27) y (29), el sistema en lazo cerrado 

resultante puede ser representado como (12) y de esta manera 
se puede utilizar el Teorema 1 para calcular las ganancias del 

controlador y el observador. 

 

Observación 2: De acuerdo a [32, 33] la formación alcanzable 

debe satisfacer la restricción 𝐴ℎ𝑖 = 0 , ∀𝑖 = 1, 2, … ,𝑁 . 

Satisfacientdo la restriccion anterior, las ganancias del 

controlador y observador pueden ser calculadas utilizando el 

Teorema 1 para resolver el problema de control de formación 

líder-seguidor utilizando la ley de control (29). 

 

De esta manera se expresa en su forma de espacio de estados 
el sistema doble integrador: 

 

 

[
 
 
 
 
 
𝑝̇𝑥𝑖

𝑝̇𝑦𝑖

𝑝̇𝑧𝑖

𝑣̇𝑥𝑖

𝑣̇𝑦𝑖

𝑣̇𝑧𝑖 ]
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
0 0 0
0 0 0
0
0
0
0

0
0
0
0

0
0
0
0

    

1 0 0
0 1 0
0
0
0
0

0
0
0
0

1
0
0
0]
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
𝑝𝑥𝑖

𝑝𝑦𝑖

𝑝𝑧𝑖

𝑣𝑥𝑖
𝑣𝑦𝑖

𝑣𝑧𝑖 ]
 
 
 
 
 

+

[
 
 
 
 
 
0 0 0
0 0 0
0
1
0
0

0
0
1
0

0
0
0
1]
 
 
 
 
 

[

𝑢1𝑖

𝑢2𝑖

𝑢3𝑖

], 

[

𝑦𝑝1𝑖

𝑦𝑝2𝑖

𝑦𝑝3𝑖

] = [
1
0
0 

0
1
0 

0
0
1 

0
0
0 

0
0
0 

0
0
0
]

[
 
 
 
 
 
𝑝𝑥𝑖

𝑝𝑦𝑖

𝑝𝑧𝑖

𝑣𝑥𝑖
𝑣𝑦𝑖

𝑣𝑧𝑖 ]
 
 
 
 
 

. 

(30) 

 

Se define 𝐻 = [ℎ1, ℎ2, … , ℎ𝑁]𝑇, tal que la formación deseada es 

un hexágono definido por: 

 

 

𝐻 =

[
 
 
 
 
 
0 4 6

0 0 2√3
0
0
0
0

0
0
0
0

0
0
0
0

    

4 0 −2

4√3 4√3 2√3
0
0
0
0

0
0
0
0

0
0
0
0 ]

 
 
 
 
 

. 

(31) 
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En la Fig. 1 se muestra el grafo de comunicación utilizado 

en este ejemplo, donde cada UAV representa un nodo en el 

grafo, y las puntas de flecha representan como se realiza el flujo 

de información. El grafo es fuertemente conectado, lo cual 

significa que cumple con las características de ser un grafo 
directo y que en el existe al menos un árbol expandido directo. 

 

 
Fig.  1.  Topología de comunicación. 

 

La siguiente matriz ℒ es la matriz Laplaciana que representa 

al grafo de la Fig. 1. 

ℒ =

[
 
 
 
 
 

3 0 0
−1 1 0
−1
−1
0
0

−1
0
0
0

2
0
0
0

    

−1 −1 −1
0 0 0
0
1

−1
0

0
0
1

−1

0
0
0
1 ]

 
 
 
 
 

. 

(32) 

 

Utilizando estas matrices de la representación de espacio de 

estados anterior (30), A, B, C, la matriz Laplaciana, Λ =
𝑑𝑖𝑎𝑔(1, 0, 0, 0, 0, 0) , la matriz de perturbaciones D definida 

como: 

𝐷 =

[
 
 
 
 
 
1 0 0
0 1 0
0
0
0
0

0
0
0
0

1
0
0
0]
 
 
 
 
 

, 

(33) 

 

los valores de 𝜇 = 0.5  (La variable de sintonización) y 𝛾 =
10000 (de la minimización por 𝐻∞  que se selecciona de tal 

forma que la desigualdad (17) se cumpla). Se resuelve la LMI 

mostrada en (23) con ayuda del toolbox Yalmip [37] en un script 
en Matlab®. 

 

Como perturbación externa se toma el modelo de 

turbulencias en el viento de Dryden descrito en [25] donde el 

movimiento de las masas de aire se representa como una suma 

de senoidales 

 

𝑤(.) = 𝑤(.)0 + ∑ 𝑎(.)𝑛 sin(Ω(.)𝑛𝑡 + 𝜑(.)𝑛)𝑁
𝑛=1 , 

(35) 

(.) representa la componente del eje coordenado x, y, z, Ω(.)𝑛 

y 𝜑(.)𝑛 se seleccionan de forma aleatoria, 𝑤(.)0es el vector de 

viento estático, 𝑎(.)𝑛  es la amplitud de la sinusoidal. Las 

perturbaciones mostradas en (35) no son perturbaciones 

desvanecientes, tampoco son acopladas, pero si se 

encuentran acotadas en ± 2𝑤 , las perturbaciones en este 

ejemplo numérico son añadidas una vez que el equipo de 

UAVs consigue la formación deseada y permanecen a lo 

largo del resto de la simulación. 

 
 

TABLA II 

PARÁMETROS DE TURBULENCIA A ALTURAS INFERIORES A 1000 PIES 

Símbolo Descripción Valor 

ℎ Altura en unidades de pies. ft 

𝜎𝑥 Intensidad de la turbulencia 

en el eje x. 
𝜎𝑥 =

𝜎𝑧

(0.177 + 0.000823ℎ)0.4
 

𝜎𝑦 Intensidad de la turbulencia 

en el eje y. 
𝜎𝑦 = 𝜎𝑥 

𝜎𝑧 Intensidad de la turbulencia 

en el eje z. 
𝜎𝑧 = 0.1𝑤0  

𝑤20 Velocidad del viento a la 

altura de 20 pies. 

m/s 

𝐿𝑥 Escala de la turbulencia en x. 
𝐿𝑥 =

ℎ

(0.177 + 0.000823ℎ)1.2
 

𝐿𝑦 Escala de la turbulencia en y. 𝐿𝑦 = 𝐿𝑥 

𝐿𝑧 Escala de la turbulencia en z. 𝐿𝑧 = ℎ 

Φ𝑥(Ω) Densidad del poder espectral 

en x 
Φ𝑥(Ω) = 𝜎𝑥

2
𝐿𝑥

𝜋

1

1 + (𝐿𝑥𝛺)2
 

Φ𝑦(Ω) Densidad del poder espectral 

en y Φ𝑦(Ω) = σy
2
Ly

π

1 + 3(LyΩ)
2

(1 + (LyΩ)
2
)
2 

Φ𝑧(Ω) Densidad del poder espectral 

en z Φ𝑧(Ω) = 𝜎𝑧
2
𝐿𝑧

𝜋

1 + 3(𝐿𝑧𝛺)2

(1 + (𝐿𝑧𝛺)2)2
 

El poder espectral 𝑎(.)𝑛 se define como se muestra en [38] 

𝑎(.)𝑛 = √ΔΩ𝑛Φ(Ω𝑛) 

(36) 

Donde ΔΩ𝑛 son los intervalos entre las frecuencias. 

En la Fig. 2 se muestra el esquema de diseño de control 

general utilizado. En este trabajo se realizó en el caso de 

simulación. 
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Fig.  2.  Esquema de control utilizado en las simulaciones. 

 

 

Las simulaciones se realizaron utilizando la dinámica no 

lineal mostrada en (24). Realizando las transformaciones (25) y 

(26) se puede considerar al modelo de los UAVs como un doble 

integrador y utilizar como ley de control (28) para realizar 

formaciones deseadas y mantener el seguimiento de un líder 

virtual (2) incluyendo perturbaciones externado (35). 
 

En la Fig. 3 se muestra el primer resultado de simulación, se 

utiliza la ley de control de formación clásica donde para el 

cálculo de las ganancias del controlador y observador no se 

toma en cuenta la dinámica de perturbaciones. El UAV número 

1, es afectado por una perturbación externa, haciendo que este 

se desplace de su posición deseada, y este tampoco es capaz de 

seguir al líder virtual. Todas las simulaciones fueron resueltas 

ocupando el método numérico de Euler con un paso de 

integración numérica igual a 0.01 Matlab. 

 

 
Fig.  3.  Formación final en una perspectiva de 3 dimensiones. 

En la Fig. 4 se ilustra la formación alcanzada en donde se 

aprecia claramente la deformación ocurrida en el agente 

perturbado comprometiendo la formación final. 

 
Fig.  4.  Formación final en una perspectiva de 2 dimensiones. 

 

En la Fig. 5 se muestra la formación final que alcanza el 

control de formación presentado en (28), implementado bajo las 

mismas condiciones que la simulación anterior y claramente se 

visualiza al agente perturbado en su posición deseada y 

siguiendo al agente virtual. 

 
Fig.  5.  Formación final en una perspectiva de 3 dimensiones. 

Para comparar desde otra perspectiva ambos resultados, se 
muestra en la Fig. 6 la formación final en 2 dimensiones y se 

muestra que al contrario de la Fig. 4 en este ejemplo se alcanza 

la formación deseada compensando las perturbaciones. 
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Fig.  6.  Formación final en una perspectiva de 2 dimensiones. 

 

 
Fig.  7.  Se muestra la compensación en la ley de control en presencia de 

perturbaciones. 

 
Fig.  8.  Comprobación del valor funcional de 𝛾. 

En la Fig, 8 se muestra que se cumple con (17) ya que ‖𝑧‖2 

siempre es menor que 𝛾2‖𝑑(𝑡)‖2 , esto quiere decir que la 

selección del valor de 𝛾 es correcto ya que esta variable es la 

que delimita la norma 𝐻∞. La perturbación se añade una vez que 

el equipo de UAVs alcanza la formación deseada, es por ello el 

cambio abrupto de 𝛾2‖𝑑(𝑡)‖2. 

 

VI. CONCLUSIONES 

 

En este artículo se ha presentado un control por consenso 

líder-seguidor optimizado con 𝐻∞  basado en observador para 

sistemas multiagentes con perturbaciones externas. Se garantiza 

la existencia de ganancias robustas para el controlador y el 

observador al resolver las desigualdades lineales matriciales. 

También se comprobó la efectividad del diseño del control 

propuesto en (29) se ilustro en la fig. 5 mostrando simulaciones 

con un sistema multiagente y se realizó la comparación entre el 
control de formación clásico y la técnica robusta líder-seguidor 

basada en observador (28), mostrando que sólo la técnica 

propuesta es capaz de compensar perturbaciones externas 

manteniendo el seguimiento de un líder virtual. 
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