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Receive Filter Design Considering a Complete
Second Order Characterization

I. A. Arriaga-Trejo, Member, IEEE, and D. de la Rosa Gémez

Abstract—In active sensing applications, the design of se-
quences that improve the estimation and detection of objects
in a medium is of fundamental interest. Two approaches are
commonly employed to process the received data and improve
range resolution as well as target detection. They involve the
use of either a matched or a mismatched filter. Traditionally,
the synthesis of these filters is based upon criteria that con-
sider a partial second order characterization of the processed
signals, being the only design parameter the minimization of the
correlation sidelobes. This approach has proven to be adequate
when strictly linear systems are used to model the scenarios
under analysis. Here, we extend the synthesis approach of the
receive filter when the profile to be estimated can be modeled
by a widely linear system, whose output is affected with additive
noise. The computation of the receive filter coefficients is based
on the minimization of the peak sidelobe level (PSL) due to
the correlation and complementary correlation of the processed
signals. The resultant optimization problem is addressed by
making use of the minimax algorithm, which can be implemented
efficiently in a computer. Numerical results show that it is possible
to jointly minimize the second order moments of the receive filter,
however, for some scenarios a bound is reached where it is not
possible to further decrease the magnitude of the correlation
and complementary correlation of the filter with the probing
sequence.

Index Terms—Mismatched filter, correlation, sidelobe level,
sequences, optimization, widely linear system.

I. INTRODUCCION

a alta integraciéon de componentes discretos en obleas

de silicio asi como la capacidad de cémputo y manejo
considerable de informacidn en sistemas programables, han
permitido avances tecnoldgicos en las telecomunicaciones
inaldmbricas y en los sistemas de sensado activo. En un
sistema de comunicaciones inaldmbrico se busca transmitir
informaciéon a través de medios no guiados, como es el
caso de radiacion electromagnética. Uno de los principales
retos en un sistema de comunicaciones es compensar los
efectos del canal sobre las sefiales recibidas. Para ello, es
comtun sintetizar y emplear formas de onda con propiedades
matemdticas bien definidas por medio de las cuales sea posible
eliminar la interferencia en recepciéon debido a fenémenos
de multitrayectoria asi como de varios usuarios presentes

1. A. Arriaga-Trejo se encuentra adscrito al Consejo Nacional de Ciencia
y Tecnologia (CONACYT) en comisién a la Universidad Auténoma de
Zacatecas, Av. Jardin Judrez 147, Centro Histérico 98000, Zacatecas, Zac.,
México. e-mail: iaarriagatr@conacyt.mx

D. de la Rosa Gémez se encuentra adscrito a la Unidad Académica de
Ingenieria de la Universidad Auténoma de Zacatecas, Av. Ramén Lépez
Velarde 801, Zacatecas Centro 98000, Zacatecas, Zac., México. e-mail:
delarosagd @uaz.edu.mx

Manuscrito enviado 22 de Julio de 2020 para su revision.

[1] [2]. Mientras tanto, en los sistemas de sensado activo,
se emplean ondas con el propdsito de detectar objetos o
discontinuidades en el medio al analizar las reflexiones que
llegan a una unidad de recepcién [3] - [6]. En este tipo
de aplicaciones, se busca transmitir una forma de onda que
permita tener una buena resolucién y deteccion de los objetos
que constituyen la escena de interés. Idealmente, el uso de
un pulso de corta duracién con suficiente nivel de energia
permitirfa alcanzar los objetivos buscados, sin embargo, en la
practica este enfoque no es factible debido a los niveles de
potencia pico que tendrian que ser manejados. Es por ello
que en su lugar se transmite una serie de pulsos modulados
en fase o en frecuencia cuya potencia pico es menor [7].
Después de interactuar con los objetos en el medio, los pulsos
reflejados hacia el receptor son procesadas para obtener un
estimado del perfil de la zona iluminada. Este procedimiento
se conoce como estimacion de perfil por compresion de pulso.
Es comiin encontrar en la literatura dos enfoques empleados
para el disefio de filtros en sistemas de sensado activo. En uno
de ellos, se busca que la sefial utilizada para iluminar el 4rea
de interés posea buenas propiedades de autocorrelacion. Bajo
esta consideracion, en el receptor se calcula la convolucion
entre la sefial registrada por la unidad de recepcién y un filtro
cuya respuesta al impulso es la secuencia transmitida revertida
en el tiempo. A dicho filtro se le conoce como filtro acoplado
[7] - [10]. Es por ello conveniente, bajo esta perspectiva, que
las formas de ondas posean una autocorrelacién aperiddica del
tipo impulso unitario con el propdsito de evitar que 16bulos
laterales pudieran ocultar objetivos presentes. La sintesis de
secuencias con dichas caracteristicas han sido objeto extenso
de estudio debido a sus aplicaciones [2] [10] - [13]. Por otra
parte, en un segundo enfoque, se busca disefiar un filtro en el
receptor que minimice los 16bulos laterales de la correlacion
con la forma de onda transmitida, al cual se le conoce como
filtro de variable instrumental o filtro desacoplado [7] [9].
Con el filtro desacoplado se tienen mds grados de libertad
en el disefio que con un filtro acoplado ya que no se restringe
la amplitud de los coeficientes del filtro a poseer magnitud
constante, ademds de que es posible considerar una longitud
diferente a la de la secuencia de prueba. La construccién de
filtros de variable instrumental en el receptor es un tema que
ha sido abordado también de manera extensa en la literatura
[14] - [20].

Ahora bien, como se ha sefialado, la literatura dedicada
al estudio de secuencias con buenas propiedades de autocor-
relacion asi como la sintesis de filtros en recepcidon es amplia.
No obstante, el disefio se basa en considerar dnicamente un
momento estadistico de segundo orden, el cual es suficiente
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para caracterizar el procesamiento lineal en el sentido estricto,
siendo en este caso la correlacién. Por otra parte, con los
avances tecnoldgicos actuales ha sido posible integrar ra-
diorreceptores completos en circuitos integrados (empleando
la arquitectura de conversién directa), los cuales pueden ser
configurados para operar en un rango amplio de frecuencias y
con distintos anchos de banda. Sin embargo, debido a la alta
integracion electrénica de componentes discretos asi como a
procesos de manufactura es comin que se acentien fendmenos
no lineales a los cuales la arquitectura de conversidn directa
es sensible como es el caso de fugas de corriente directa y
desbalances en fase y cuadratura [21], estos ultimos modelados
mediante sistemas lineales en el sentido amplio (widely linear
systems como se les refiere en la literatura especializada de
habla inglesa). Asi, cuando se analizan sistemas lineales en el
sentido amplio es necesario llevar a cabo una caracterizacion
completa de segundo orden de las sefiales bajo andlisis, en
este caso, la correlacion y la correlacion complementaria [22].

Bajo este contexto, en el trabajo presente, se considera
la sintesis del filtro en recepcién que minimiza los 16bulos
laterales al considerar la correlacién y correlacién complemen-
taria de las sefiales de interés. El criterio de disefio resulta de
considerar un sistema lineal en el sentido amplio, situacién que
puede presentarse en la practica al incluir efectos no lineales
presentes en el frente analdgico del receptor, como son los
desbalances en fase y cuadratura [21] [23].

El articulo estd organizado de la siguiente manera. En
la Seccién I Introduccién se sitda el contexto del problema
abordado. En la Seccién II se plantea el problema del disefio
del filtro en recepcién empleado para estimar el sistema bajo
estudio. La Seccién III presenta la técnica de optimizacién
utilizada en las Secciones IV y V para llevar a cabo la sintesis
del filtro en recepcién, segin el caso considerado. Resultados
numéricos para el disefio del filtro en el receptor son incluidos
en la Seccién VI. Finalmente, se presentan las conclusiones
en la Seccién VII.

Notacion. Se hace uso de caracteres en negrita como u,v
para representar vectores columna. Para un vector u los
superindices *,” y 1 se emplean para denotar el complejo
conjugado, el vector transpuesto y el transpuesto conjugado
de wu, respectivamente. La magnitud de un escalar o se
indica mediante |a|, mientras que la norma p del vector u,
a través de ||ul|,. Sean x,y vectores coordenados, dada una
funcién real de varias variables reales f(x,y), la notacién
a% f(x,y) representa al vector columna cuyos elementos son
las derivadas parciales de f(x,y) respecto a las componentes
de x.

II. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Consideremos un sistema lineal en el sentido amplio
definido por las respuestas al impulso {h;(n) 7]:,:__1( Nopy Y
{hza(n) g:__l(N_l), ambas de longitud 2N — 1, cuya salida
se ve afectada por ruido aditivo v(n) de media cero. Como
se ha indicado, el sistema bajo consideracién puede modelar
los efectos conjuntos del medio de propagaciéon asi como
desbalances en fase y cuadratura en la etapa de transmision y

recepcion. Asimismo, sea {s(n)}2Y ! una secuencia compleja
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de magnitud constante la cual es empleada para excitar al
sistema bajo andlisis. A la salida, se toma una ventana de N
muestras a partir de la cual se busca estimar el coeficiente
h1(0). De esta manera, si x = [2(0),z(1),...,z(N —1)]"
representa las N muestras recolectadas, es posible escribir la
expresion que relacione la entrada con la salida mediante,

N-1
x = s+ > h)Is+
I=—(N-1)
10
N-1
+ ) ISt 4y (1)
I=—(N—-1)

donde s = [5(0),s(1),....,s(N — DT y v =
[v(0),v(1),...,v(N — 1)]T. Por otra parte J; es la matriz

de desplazamiento, la cual satisface dimJ; = N x N y posee
la siguiente estructura,

J, = [ejeit1---en—1 Onxi---Onxi] 2

con {e;} denotando a los vectores columna de la base Eu-
clidiana estdndar para [ = 0,1,...,N — 1. La matriz de
desplazamiento se calcula para indices negativos a través de
larelacion J_; = J ZT Luego, el problema se reduce a estimar
h1(0) a partir de las muestras recolectadas a la salida del
sistema. Dicha tarea puede llevarse a cabo al procesar la
ventana de datos a través de un filtro w de longitud N para
obtener,

N-1
whix = h(0)whs+ Z hy(DHwfJs +
I=—(N-1)
1£0
N—1
+ > ha()wIs +wly 3)
I=—(N—-1)

donde se propone

wH

hi(0) = — €

»

como el estimado de h;(0). De (3) se observa que es necesario
considerar un criterio de disefio sobre el filtro w con el
propésito de minimizar los términos wJ;s y w'J;s* para
evitar degradar el desempefio del estimador dado por (4).
En el caso de procesamiento estrictamente lineal, es habitual
encontrar el uso de dos métricas para lograr los fines buscados,
siendo la minimizacién del 16bulo lateral integrado (ISL) o
bien la minimizacién del pico mdximo del 16bulo lateral (PSL)
[7] [13]. En ambos casos el problema consiste en encontrar
el minimo de una funcién no lineal, reduciéndose para el
criterio ISL, a la suma del cuadrado de las magnitudes de
cada uno de los retardos de la correlacién de la senales de
interés (en este caso los términos w J;s). Mientras que para
el criterio PSL, se minimiza el maximo de la magnitud al
cuadrado de los retardos. Para los propdsitos del andlisis
desarrollado, la métrica seleccionada es la dltima, debido a
que con dicho enfoque se uniformiza la distribuciéon de la
magnitud de la correlacidn para distintos retardos y se presenta
un menor nimero picos prominentes en algunos de ellos
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[26]. Ahora bien, para el problema planteado se sigue de
(4) que existen dos situaciones posibles por considerar. La
primera de ellas es cuando se restringe a que w = s, en
donde el problema se reduce a disefiar una secuencia s(n) que
posea buenas propiedades de autocorrelacion y autocorrelacion
complementaria, esto es, un filtro acoplado. Por otra parte, si
no se impone restriccion alguna sobre el filtro w en cuanto a la
magnitud de sus componentes, entonces el problema se reduce
al disefio de un filtro de variable instrumental. Es importante
enfatizar que tanto en el caso del filtro acoplado como del
desacoplado asociados a (1), se considera una caracterizacion
completa de segundo orden para la secuencia y el filtro. Esto
es, no so6lo se busca minimizar la correlacién entre w y s, la
cual estd dada por

N-1
Tus(l) = Y w*(n)s(n+1) (5)
n=0

sino también su correlacion complementaria,

N—-1
Yws(l) = Zw*(n)s*(n+l) (6)

paral=—-(N-1),—(N-2),...,N — 1.

I1I. METODO MINIMAX

En distintas aplicaciones es comun buscar un conjunto
de valores que minimicen el valor maximo de una funcién
respecto a otra variable concreta. Mds formalmente conside-
remos una funcién f(x,w) que depende del vector x y del
pardametro real w que pertenece a un conjunto .S. Naturalmente
se puede buscar el valor w que maximiza f sobre el conjunto
S'y enseguida buscar el vector x que minimiza dicho maximo.
Es decir, se busca,

minmax f(x, w) @)

X weS

Un problema de este tipo es llamado optimizacién minimax y
los algoritmos usados para resolverlo se conocen como algo-
ritmos minimax. En el presente trabajo consideramos el disefio
de filtros acoplados y de variable instrumental. En ambos
casos se requiere minimizar el maximo del 16bulo lateral. El
algoritmo fundamental para el problema de optimizacién min-
imax mencionado, y que es usado en las secciones siguientes,
es el llamado algoritmo de la menor norma p. Consiste en
minimizar la norma L,, de la funcién de costo (7) para valores
de p cada vez mayores. Esto es equivalente, cuando p tiende a
infinito, a minimizar la norma L., de la funcién objetivo y la
norma L., es el mdximo de las componentes de la funcién en
valor absoluto. El algoritmo se encuetra detallado y explicado
en [26].

IV. FILTRO ACOPLADO
En esta seccién se aborda el disefio de un filtro acoplado
{s(n)}ggol de longitud N, en donde se toma en cuenta su
caracterizaciéon completa de segundo orden. El criterio de
minimizar el mdximo del l6bulo lateral estd dado por,

H (r) l 2 (v) l 2} 8
min, - omax a7 OF o @) @

IEEE LATIN AMERICA TRANSACTIONS, VOL. 19, NO. 7, JULY 2021

donde al(r), alm son nimeros positivos empleados para enfa-

tizar alguna region en particular de los momentos de segundo
orden a través del indice /. Asimismo, es comiin imponer
una restriccion adicional al problema de optimizacion, siendo
que la secuencia s(n) posea magnitud constante, es decir,
|s(n)] = 1 paran = 0,1,...,N — 1. El interés por utilizar
secuencias con magnitud constante (o secuencias unimodu-
lares como se les refiere también en la literatura) radica en el
hecho que poseen una potencia instantdnea que no presenta
excursiones que pudieran excitar regiones de saturacién en
componentes no lineales de la cadena de transmisién. Dicha
propiedad es cuantificada a través de la razén de potencia
pico a potencia promedio (PAPR). Ahora bien, es importante
resaltar que (8) es una generalizacién del criterio propuesto
en [13] para la sintesis de secuencias con buenas propiedades
de autocorrelacién, ya que ahi Unicamente se considera la
minimizacién de los 16bulos laterales debidos a la autocor-
relacién de s(n). De hecho, si en (8) se hace alh) =0
para Il = —(N —1),—(N —2),...,N — 1 se reduce a la
minimizacion del pico del 16bulo lateral. De la misma forma,
si se fijan los escalares al(r) y alh) a valores no nulos para
un determinado conjunto de indices, el problema se reduce al
disefio de secuencias con buenas propiedades estadisticas de
segundo orden como se reporta en [24] - [25]. La diferencia
de la propuesta en este documento radica en que la sintesis de
las secuencias se basa en minimizar el pico del 16bulo lateral,
mientras que en las referencias indicadas se emplea el criterio
de 16bulo lateral integrado.

La optimizaciéon de (8) puede realizarse al hacer uso de
algoritmos minimax [18] [26]. Para ello es conveniente escribir
la funcién objetivo como la norma p de un vector de error. De
esta manera, se define el vector ® = [¢g, ¢1,. .., qﬁN,l]T, el
cual parametriza las fases de la secuencia de interés s(n) =
e’ y se hace

T
er = {ei()Nfl)(‘I’)ve(f()Nﬂ)(q))’""eg\’)*l(q))] ©)
junto con
T
ey = [69()N—1)(‘I’)7eg()N—2)((I’)’""65\7)—1(@)] (10)

donde las componentes de (9) ;r (10) estan dadas por

T T 2 2
(@) = o [ru(®0 y ¢ (@) = o) [1:(®,1)]
respectivamente, con [ = —(N —1),—(N—2),..., N—1. Por
consiguiente, la optimizacién de (8) es equivalente a minimizar
la norma p del vector de error

T
e(®) = [ef(®)e](®)] (1)
para p = 1,2,... hasta converger. Conviene seflalar que de

manera explicita se ha indicado que las componentes del
vector de error dependen de las fases de la secuencia s(n)
por sintetizar. Asi pues, la norma p del vector de error, la cual
se denota mediante f(®) = ||e(®)||,. puede escribirse como,

o (Lol (Heg)m)?)i

12)

f(®)
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con Eg = ||e(®)||s. Asimismo, a partir de (12) es posible
obtener una expresion para las componentes del gradiente

asociado,
0/(®) _ (<|e<(1>>r||p>”+(|e<<1>>7|p>”>"1.
Oy, FEo Es
N-1 (r)
e (@) i (r)
l=—(N-1)
N-1 ()
e (®)) 9
+ Y ( l ) ——e(®))  (13)
—moy \ Le ) 9%k
para k =0,1,... N — 1. Las sumas en (13) pueden calcularse

por medio de las expresiones,

N-1 (r)
e (P) J (i B
Z < lE(I) ) @el ('I)) =

I=—(N-1)
N—-1
= 2m{s;p > B @ )ree(®. D)seor p —
I=—(N-1)
N-1
— 2m{ s Y. ofBe(®, (@, ¢ (14)
I=—(N-1)
y
sz <el(7)@)> ielﬁ)(@):
= Es oJor
N-1
= 2m{s Y o8y (®,1)ves(B sk —
I=—(N—-1)
N-1
= 2mise Y a8 (@@ sk o (15)
I=—(N-1)
con
(r) Pt
By (B1) — <ezE;I’>> (16)

seguin sea el caso. La deduccion de las relaciones (14)-(15)
estan contenidas en el Apéndice A. Al extender el razona-
miento empleado en [12] y [28] es posible evaluar cada una
de las componentes dadas por (13) de manera eficiente en
términos de correlaciones y correlaciones complementarias.

V. FILTRO DE VARIABLE INSTRUMENTAL

La sintesis de un filtro de respuesta al impulso finito w =
[wo, w1, - .., wanr+n—1]7 de 2M + N coeficientes complejos
que minimice la correlacién y correlaciéon complementaria con
una secuencia de longitud N es ahora abordada. A diferencia
del caso anterior, donde el problema se reducia a encontrar
las fases de un conjunto de exponenciales complejas (esto con
el propdsito de garantizar una secuencia unimodular), para el
caso del filtro desacoplado se busca encontrar los coeficientes
wy, los cuales no estin restringidos a poseer magnitud cons-
tante para toda n € {0,1,..., N +2M — 1}. Adicionalmente,
con el propdsito de poseer un nimero mayor de grados de
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libertad, es comun variar la longitud del filtro [7] a través
del parametro M. Existen dos variantes del problema por
resolver siendo el primero caso aquel en donde la secuencia
s(n) es fija y es necesario encontrar Unicamente el filtro w
que minimiza el maximo de los 16bulos laterales tomando en
cuenta una caracterizaciéon completa de segundo orden. En el
escenario restante, se busca encontrar de manera conjunta las
fases de la secuencia s(n) asi como los coeficientes del filtro
w que satisfacen los objetivos buscados. Cada uno de estas
posibilidades son consideradas a continuacién.

A. Secuencia Predefinida

Cuando la secuencia s(n) estd fija, el problema de opti-
mizacién por resolver es encontrar los componentes del vector
w que cumplen con,

H‘l"i’nmlax {ozl(r) rws (D) ,ozl(v) ws(D]? |WH§ - §H§|2}
a7

paral =—-(N+M-1),-(N+M-2),...,. N+ M -1
Al igual que para el filtro acoplado, ,,5(1) Y Yws(l), denotan
la correlacién y correlacién complementaria del filtro con la
secuencia 5(n), la cual se define mediante,

0 sin=0,1,...,M -1
s(n) sin=M,M+1,... M+ N -1

0 sin=M+N,M+N+1,N+2M.

(18)

El término que involucra el producto interno entre los vectores
w y § (los cuales satisfacen dimw = dims = N + 2M x 1)
en (17) se incluye con el propésito de evitar la solucion trivial,
w = Opnyanrrx1. Ahora bien, es importante mencionar que si
se fijan los escalares al(A’) = (0 para todos los posibles retardos,
el problema de disefio se reduce al reportado en [17] - [19].

De la misma manera que en el caso del filtro acoplado, es
posible hacer uso de algoritmos minimax para encontrar los
coeficientes complejos del filtro w que satisfacen el criterio
(17). Para ello, es conveniente introducir el vector de error
e(w), el cual estd dado por,

s(n) =

T (w) el(w) eus(w)]
donde e, (w) es un vector cuyas componentes son la magnitud
de la correlacién del filtro con la secuencia extendida 5(n)
y su peso asociado para cada uno de los retardos, es decir,
a{rys(w,1) conl = —(N+M—1), = (N+M—2),..., N+
M — 1. El vector e,(w) a su vez tiene por componentes
a los elementos de la correlacién complementaria entre el
filtro y la secuencia para los mismos retardos. Finalmente,
ews(W) = |WH s—sH §|2 representa la restriccién impuesta
con el propdsito de evitar la solucién trivial en los coeficientes
del filtro. Como se ha indicado, el algoritmo de optimizacion
empleado minimiza de manera iterada la norma p de (19), la
cual puede escribirse en funcién del vector w mediante,

fw) = Ew<(||er];v:)lp>p+(Ilew]g:)lp>p+

- ()Y

e(w) = Je (19)

(20)
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donde E,, = ||e(W)||oo. Es necesario advertir que (20) es
una funcién real de varias variables complejas. Por tanto,
para poder emplear las reglas de derivacién de una funcién
de varias variables reales al problema tratado, se expresan
las componentes del filtro en términos de su parte real e
imaginario, w = Wwpg + tw;. De esta manera, es posible
interpretar a f como una funcién de 2N 44 M variables reales.
Su gradiente se calcula a partir de,

[a‘?,Rf(WRa WI)}

Vf(WR’WI) - a?vlf(Wval)

21

8f :
donde los vectores 52— (Wr, W) y dw f(wg,wy) contienen
las derivadas parmales respecto a cada una de las componentes
dewgrywry, respectlvamente Las derivadas parciales respecto

a las variables wgzk se calculan a partir de,

Of(wgr,wy) |er le (w) P
(’?ml:( ||p+mE||p+
owp w

11
n ewg(w ews(W) Pl
ELU E’LU
(a ws > N*M ! <e§”(w)>
ow l——(N+M 1) Ew
N+M-1
( ) S (e?”(w)).
(k
awR) l—f(NJrM 1) Eu
( dwy >>
para k = 0,1,...2M + N — 1. El célculo de las derivadas

parciales respecto a las variables w§k)

procedimiento similar.

se realiza siguiendo un

B. Diserio Conjunto de Filtro y Secuencia

El caso mds general consiste en sintetizar de manera con-
junta la secuencia s(n) de longitud N y el filtro desacoplado
asociado w de longitud 2M + N. El procedimiento es si-
milar al caso anterior, s6lo que se incrementa el nimero
de incdgnitas en el problema de optimizacién por resolver,
siendo las fases de la secuencia s(n), la cual se impone
que sea de magnitud constante en el dominio del tiempo
discreto. Si el vector que contiene las fases de la secuencia se
denota por ® = [¢g, ¢1,...,Pn_1]T y se definen los vectores
e (®,w),e, (P, w) asi como el escalar e,,5(®, w), junto con
r (@, w) (23)

e(®,w) = [e eg(@,w) ewg(‘}aw)]T

entonces el problema de optimizacién que se busca resolver
estd dado por,

min||e(®, w)||, (24)
En (24) el vector e, (®, w) satisface dime, (P, w) = 2(2M +
N) — 1 x 1 y sus entradas son los retardos de la cor-
relacién entre el filtro y la secuencia s(n) multiplicado por
su eso respectivo esto es, sus componentes son de la forma
al Irws(D)]? paral = —(M+N—1), —(M+N—-2),..., M+

(22)
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N — 1. De manera similar se define el vector e, (®,w),
el cual satisface dime,(®,w) = 2(2M + N) — 1 x 1,
s6lo que sus entradas son las correlaciones complementarias
entre el filtro y la secuencia, esto es, alm Ivws(1)|? para | =
—(M+N-1),—(M+N-2),..., M+ N —1. Finalmente, el
escalar e,s(®, w) es la magnitud al cuadrado de w'’s —s's,
condiciéon que es necesario considerar con el propdsito de
evitar la solucion trivial para el vector w. Para este escenario,
al igual que en los anteriores, de manera explicita se indican
los pardmetros de disefio siendo los vectores ® y w.

La optimizacién de (24) es posible llevarla a cabo haciendo
uso de algoritmos minimax, al igual que con los problemas
anteriores. Siguiendo la metodologia empleada, es necesario
encontrar la norma p del vector e(®,w), la cual conviene
expresarla como,

e(d,w
f@w) = Ea,| S0 (25)
D w
’ p
donde de nueva cuenta se ha hecho FEg,, =

max ||e(®,w)||. El lector puede verificar que (25)
tiene la misma forma que (20), difieren en el hecho de que
para este caso ® puede variar, mientras que en (20) las
fases de la secuencia permanecen fijas. Como consecuencia
de ello, el vector gradiente asociado a (25) debe considerar
N componentes adicionales respecto al caso anterior,
obteniéndose

of (®,w)
Bfgi' w)

Of(®,w
BWI

Vi@ w)= (26)

—

en este caso dim % = N x 1y contiene a las derivadas
parciales respecto a cada una de las fases que definen a los
elementos de la secuencia s(n). Las componentes del vector

of (;;W), se obtienen a partir de

af(@7W) 1—1
—— = (|le(®,wW v
Do (lle(®, w)ll )
N+M-1 r p— r
( 5 (“(@ w)) o (@, w)
I=—(N+M—1) B 0P
I -1
Nt el(V)(‘IJ,W) : 861(7)(@7W)
2\ d
N+M-1 3w P
ws i Pt a ws g
N (e ( ,W)) Cws(P, W) o7
EtI),'w 8¢k
para k = 0,1,..., N — 1. Las derivadas parciales respecto a

la parte real e imaginaria del filtro w se obtienen de (25) al
considerar a las fases de la secuencia como constantes.

VI. RESULTADOS NUMERICOS

Para ejemplificar el disefio de filtros tomando en cuenta
una descripcién completa de segundo orden, se consideran los
siguientes escenarios.
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Fig. 1. (superior) Autocorrelacién y autocorrelaciéon complementaria
de secuencia s(n) de longitud N = 1024 obtenida al minimizar el
criterio de ISL para p = 4 seguin [12]. (inferior) Autocorrelacién y
correlacién complementaria de secuencia s(n) de longitud N = 1024
que minimiza de manera conjunta los momentos de segundo orden.

A. Filtro Acoplado

La primer situacion es el disefio de una secuencia s(n)
de magnitud constante y longitud N = 1024, con buenas
propiedades de autocorrelacioén y autocorrelacién complemen-
taria. La secuencia referida se construye haciendo uso del
algoritmo minimax para encontrar los valores de las fases
¢, que minimizan (8). Las fases inciales consideradas, ®,
se seleccionaron aleatoriamente de manera uniforme en el
intervalo [0,27). En cada iteracién, la funcién objetivo se
minimiz6 haciendo uso del algoritmo de memoria limitada L-
BFGS [27]. Los momentos de segundo orden de la secuencia
s(n) resultante se muestra en la parte inferior de la Fig.
1. A partir de la gréifica referida es posible observar que
el nivel minimo al cual es posible reducir la correlacién y
la correlacién complementaria para este caso es en torno
de —33dB. En la grafica superior de la Fig. 1 se muestran
los momentos de segundo orden de una secuencia s(n) de
longitud N = 1024, que fue disefiada imponiendo tinicamente
buenas propiedades de autocorrelacion (esto es ozlw =0
para [ = —1023,—-1022,...,1024). La secuencia fue sin-

1247

|
wu
o

10log| N7 (1) ,10l0g| N1, (1)

corr. s(n)
corr. comp. s(n)
— corr. w(n),s(n)
— corr. comp. w(n),s5(n)

i i N N
—-100 0 100 200
1

=70

i
-200

Fig. 2. Filtro desacoplado w de 384 coeficientes para secuencia
s(n) de longitud 128. Las fases de s(n) se seleccionaron de manera
aleatoria.

tetizada haciendo uso del criterio de minimizar el 16bulo
lateral integrado segtin [12] fijando el valor de p = 4. Las
fases iniciales consideradas fueron las mismas empleadas para
construir la secuencia con una caracterizacion completa de
segundo orden. Como puede observarse a partir de dicha
grafica, es posible disminuir los valores de la autocorrelacion
de manera considerable si no se impone restricciéon alguna
sobre la correlacién complementaria.

B. Filtro de Variable Instrumental

El disefio de un filtro desacoplado o de variable instrumental
para una secuencia dada es abordado en este escenario, en
donde se busca encontrar los coeficientes de un filtro w de
longitud N +2M que minimizan (17) para una secuencia s(n)
de magnitud constante y longitud N. Los pardmetros selec-
cionados fueron N = 128 junto con M = N. Para la secuencia
s(n) se consideraron dos casos, en el primero de ellos las fases
de s(n) = €' se seleccionaron de manera aleatoria en el
intervalo unitario, esto es, ¢, € [0,1) paran =0,1,...,127.
En el segundo caso, las fases de la secuencia s(n) se obtu-
vieron al utilizar el nuevo algoritmo ciclico (CAN por sus
siglas en inglés) en [8]. En ambos casos, los coeficientes
del filtro w se obtuvieron al aplicar el algoritmo minimax
en [26] a la funcién de costo (20). Los pesos que definen
las propiedades de segundo orden del filtro se seleccionaron
como al(r) = 1paral = —383,-382,...,—-1,1,...,383 y
aér) = 0 en lo que se refiere a la autocorrelacién, mientras
que para la autocorrelaciéon complementaria se hizo al('Y) =1
para [ = —383,—382,...,383. En la Fig. 2 se muestra las
estadisticas de segundo orden para la secuencia generada en
el primer caso, asi como el desempeifio del filtro desacoplado
asociado. Mientras tanto, en la Fig. 3 se muestra la auto-
correlacion y autocorrelaciéon complementaria de la secuencia
s(n) de longitud N = 128 que fue generada con el algoritmo
CAN. Asimismo, se muestra la correlacion y correlacion
complementaria del filtro con la secuencia asociada para los
parametros indicados.
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Fig. 3. Filtro desacoplado w de 384 coeficientes para secuencia s(n)
de longitud 128. Las fases de s(n) se obtuvieron a partir del algoritmo
CAN en [8].
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Fig. 4. Correlacion y correlacién complementaria normalizadas para
el disefio conjunto de filtro w y secuencia s(n) con N = M = 512.

C. Diserio Conjunto de Filtro y Secuencia

Se plantea ahora el problema de disefio conjunto, esto es,
determinar los coeficientes del filtro w de longitud N +2M asi
como sintetizar una secuencia s(n) de mangitud constante y
longitud N que minimicen (24), seleccionando los pardmetros
N = M = 512. Las fases iniciales de la secuencia s(n) se
generaron con una distribucion uniforme de manera aleatoria
en el intervalo [0, 27). Mientras que los coeficientes iniciales
del filtro se seleccionaron de manera aleatoria del intervalo
[0, 1], tanto para la parte real como para la imaginaria. En la
Fig. 4 se muestra la correlacién y correlacién complementaria
del filtro w con la secuencia sintetizadas s(n). Con propdésitos
de comparacién, en la Fig. 5 se muestran las estadisticas
de segundo orden que se obtendrian para el filtro acoplado
w usando el enfoque descrito en [18]. Para este caso se
considerd la misma secuencia aleatoria empleada para generar
los resultados obtenidos en la Fig. 4. Tal como se aprecia de
la Fig. 4 y Fig. 5 el hecho de imponer una caracterizacion
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Fig. 5. Correlacién y correlaciéon complementaria normalizadas para
el disefio conjunto de filtro w y secuencia s(n) con N = M = 512
[18].
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Fig. 6. Error de estimacién de perfil considerado para un sistema
lineal en el sentido amplio.

completa de segundo orden, limita que los niveles de la
correlaciéon y correlaciéon complementaria del filtro con la
secuencia s(n) no puede ser inferior a —38dB.

D. Estimacion de Perfil

Finalmente, se provee de aplicaciones de los filtros sinteti-
zados. Se considera la estimacién de la rama superior de un
sistema lineal en el sentido amplio definido por las respuestas
al impulso hj(n) y ha(n). Para el escenario planteado, se
supone que la longitud de las respuestas al impulso que
definen al sistema por identificar tienen longitud L = 32,
mientras que la del filtro en recepcion es de N = 128. Para el
célculo de A (1) se utiliza un filtro acoplado como el descrito
en la Secciéon IV ajustando los pesos al{T”Y} para asegurar
buenas propiedades para la secuencia bajo una caracterizacion
completa de segundo orden. El error de estimacién para el
escenario descrito se muestra en la Fig. 6, el cual result de
promediar 100 realizaciones aleatorias del experimento. En
cada ensayo, se generaron de manera aleatoria los coeficientes
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de las respuestas hi(n) y ha(n) (a partir de una distribucién
normal, para la parte real e imaginaria). El sistema generado
se excitd con la secuencia sintetizada para su identificacion. La
salida, la cual se ve afectada por ruido aditivo de media cero
con distribucién normal, se procesé con el filtro w = s*. El
error de estimacién se define como ||hy — hy ||3. Con fines de
comparacion, en la Fig. 6 se muestra el error de estimacién de
hi1(n) cuando se emplea una secuencia con una caracterizacion
parcial de segundo orden como en [12]. A partir de la figura
referida, es posible observar el comportamiento asintético
que se obtiene en el error de estimacién cuando se emplea
un filtro que no considera una caracterizacién completa de
segundo orden para estimar un sistema lineal en el sentido
amplio. Dicho comportamiento se debe a que los términos
w! Js* actdan como interferencia, independientemente de la
region de razén de sefal a rudio que se esté considerando.
Por otra parte, se observa que cuando se emplea un filtro
que posee una caracterizacion completa de segundo orden
para la estimacién de un sistema lineal en el sentido amplio
bajo el escenario considerado, el error de estimacion decrece
conforme la relacion sefial a ruido incrementa.

VII. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha extendido el disefio del filtro en
recepcidn y secuencia de prueba para la estimacion de sistemas
lineales en el sentido amplio, a través de considerar una
caracterizaciéon completa de segundo orden para las sefiales de
interés. La métrica empleada para la construccién del filtro y
la secuencia de sondeo ha sido la de minimizar el maximo
del 16bulo lateral debido a la correlacién y la correlacion
complementaria, haciendo uso del método de optimizacién
minimax. A partir de los experimentos numéricos realizados
se recopilan los siguientes hechos,

o El problema de optimizacién considerado puede resol-
verse de manera eficiente al expresar el gradiente de
la funcién de costo en términos de la correlacién y
correlacion complementaria de las sefales bajo consid-
eracion.

o La minimizacién conjunta del 16bulo lateral en el filtro
de recepcion impone una cota minima en la correlacion y
correlacion complementaria, lo cual puede inducir sesgo
en el proceso de estimacién del sistema bajo estudio.

o Es posible disefiar una secuencia con buena caracter-
izacién de segundo orden para un conjunto dado de
retardos, la cual haga arbitrariamente pequefia la funcién
de costo considerada.

APENDICE A
GRADIENTE PARA DISENO DE FILTRO ACOPLADO

Haciendo uso de las reglas convencionales de derivacién
para funciones de varias variables se obtiene,

361(”
el

(®) = ZaZ(T)Re{rss((P,l)}%Re{rss(i),l)}+
k
+ 2a§r)lm{rss(<1>,1)}%Im{r”(q),w}(zs)
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y
%57 (4) — 20 Re (1ua(@1)) - Re (1) ¢
a¢k l S8 ’ 8¢k ss )
+ 2a§”lm{%s(¢>,l>}%Im{vss(@,z)}a%

Por otra parte, al emplear la regla de la cadena se obtienen
las siguientes relaciones,

9 _ (k) ( (k) | (k=1)
aq&kRe{rss(‘I',l)} = —s; (SR + s, )—i—
+ s (s s ) L 6o
9 (k) ( (k+l) (k=1
I {rg(®,0)) = — .
8¢k m{/r ( )} SI (81 SI > +

+ Syc) (s%“*l) — S%CJFI)) , (31

iRe {’YSS(@,Z)} = _S(Ik) (S%C—H) + S%_l)) B

ol
— sg;]f) (SYHZ) + S(kal)) ,  (32)

9 (e (®,0)} =

(k) [ (k+1) (k=0 _
Don St (31 + s )

sgf) (S%CJF[) + S%Cfl)) , (33
Al hacer uso de (30) - (31) es posible escribir (28) como

ael”

(r) *
20 m {r4o (®,1)s% 551} —
i a; 'Im {rss(®,1)s;Sp—1}

(®) =

20" Im {r.s(®, Dspsp, } (34)

mientras que empleando (32) - (33) permite escribir (29) por,

861(7)
el

(®) = —20Im {7.s(®, D)spsp_i} —

20T {7, (®, 1) 55k 11} (35)
para [ = 0,1,2,..., N — 1. Las expresiones (14) y (15) se
siguen de (34) y (35) respectivamente.
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