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Algorithm to Determine the Volume and Shape of
Constant Orientation Workspace for a 2(3-RRPS)
Parallel Robot

M. Garcia-Murillo, D. Nufez-Altamirano, J. Gallardo-Alvarado, and R. Sanchez-Alonso

Abstract—This article describes a geometrical method used
to analyze the workspace for a 2(3-RRPS) parallel robot. The
algorithm, implemented in a CAD software, determines the
workspace for a constant orientation. Mechanical restrictions
of the robot and its influence in the workspace are considered.
Actuator stroke, angular stroke of the joints in the base, angular
travel of the ball joints on the platform, closing restriction and
chain interference are the restrictions considered. Applications
of the method are presented, such as the characterization of the
workspace, the graphic obtaining of it for a range of orientations
and the analysis of the effect that the joint limits have on it.
Determination of the workspace for orientations range, shape
parameters, quantification of the effect of a restriction on the
volume, synthesis and dimensional optimization of the mechanism
are examples presented to show the potentiality of the algorithm.

Index Terms—Constant orientation, Parallel robot, Workspace.

I. INTRODUCCION

PARTE de la rigidez y el desempefio dindmico, el

volumen y la forma del espacio de trabajo son pardmetros
muy importantes en la etapa de disefio de manipuladores par-
alelos [1], [2], ya que su andlisis y configuracién representan
la base de la sintesis y optimizaciéon dimensional de estos
mecanismos [3]. Asi mismo resulta indispensable conocer sus
caracteristicas para una adecuada planeacion de trayectorias
[4]. Inclusive, el volumen del espacio de trabajo es considerado
por algunos autores como uno de los indices de desempefio
mas importantes.

Debido a que el espacio de trabajo total de un manipula-
dor es un espacio de seis dimensiones, para el cual no existe
una representacion gréfica [5], [1], generalmente se determinan
diferentes subconjuntos tridimensionales del espacio total con
la finalidad de caracterizarlo y cuantificar algunas propiedades
de interés. Los mds usuales se describen a continuacion:

o Espacio de orientacion constante. También conocido

como espacio traslacional [6], [5], es aquel espacio tridi-
mensional formado por todas las posiciones que puede
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alcanzar algin punto G perteneciente a la plataforma
moévil cuando la orientacién de ésta es constante [7].

e Espacio de orientaciones. Es el espacio 3-D formado
por todas las posibles orientaciones que pueda tomar la
plataforma mévil cuando la posicién respecto al marco
global del punto G es fija [7].

e Espacio de trabajo alcanzable. Es el volumen formado
por todas las posibles posiciones de G que pueden ser
alcanzadas con al menos una orientacién, o un rango de
ellas, de la plataforma mévil [8].

o Espacio de trabajo diestro. Esta formado por todas las
posibles posiciones de G para las cuales todas las ori-
entaciones son posibles.

A pesar de que los espacios de trabajo de manipuladores
paralelos han sido ampliamente investigados desde las dltimas
dos décadas [5], no existe un método analitico general para
la determinacion de las caracteristicas del espacio de trabajo,
como su frontera, forma y volumen. Mds aun, este problema
se complica cuando se consideran limites articulares e inter-
ferencia mecdnicas, entre algunas otras limitaciones fisicas del
robot [4].

En la literatura, existen basicamente dos grupos de métodos
para la obtencién de algin subespacio del espacio de trabajo
total: el de discretizacion y el geométrico. Los métodos
numéricos para determinar el volumen del espacio de trabajo
se basan en algoritmos de discretizacién. Uno de los mas
conocidos es el presentado por Castelli [9], en el cual el
espacio de trabajo alcanzable es dividido uniformemente en
rejillas sobre planos también uniformemente separados. De
esta manera el espacio de trabajo puede ser representado
mediante una matriz tridimensional, que a través de un mapeo
binario de cada elemento de la matriz se cuantifica el volumen
de dicho espacio y esboza sus fronteras. Esta idea es retomada
por Yang en [10] y por Jin et.al. en [11], donde se introduce
una representacién grafica para el espacio de trabajo de ori-
entaciones discretizando equivolumétricamente dicho espacio.
En [6], Gosselin propone un método para obtener el espacio
traslacional de un manipulador del tipo Gough-Stewart, donde
las fronteras del espacio de trabajo son determinadas mediante
la interseccion del espacio alcanzable generado por cada
extremidad. Dicho espacio es discretizado en placas delgadas y
el volumen es obtenido por integracion de éstas. Por otro lado,
en [12], se presentan algoritmos geométricos para resolver este
problema, pero para manipuladores que ejecutan movimento
plano, incluyendo los espacios diestro, de orientaciones y el
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alcanzable. En la referencia [13] se presenta un método similar,
pero para cuantificar el espacio de trabajo de un manipulador
de seis grados de libertad. Otro ejemplo de estas metodologias
es la prensentada por Bonev [1], donde introduce un algoritmo
geométrico implementado en un software de CAD (Disefo
Asistido por Computadora), para obtener el espacio de trabajo
traslacional de un manipulador paralelo 6-PRRS, y se analiza
el efecto de las dimensiones de los eslabones, la presencia
de singularidades y los limites articulares en la forma y el
volumen de este espacio.

En este trabajo se presenta la aplicaciéon de un algoritmo
geométrico para la obtencidon del espacio de trabajo de ori-
entacion constante de manipuladores paralelos, haciendo ref-
erencia a la seleccion de dimensiones de un robot 2-3(RRPS)
incluyendo el rango de movimiento de sus articulaciones. El
resto de la contribucién estd organizada como sigue: en la
Seccidén II se describe la topologia del manipulador paralelo
bajo estudio; la seccién III presenta el andlisis de posicion para
el robot, mientras que en la Seccién IV se describe el algoritmo
para encontrar el espacio de trabajo de tal manipulador con
ayuda de un software CAD. Por otro lado, la Secciones V y
VI estan dedicadas a algunas aplicaciones del método, tales
como la caracterizacién de la forma del espacio de trabajo,
el estudio del efecto de las restricciones mecdnicas de pares
cinematicos en el volumen del espacio de trabajo, y a la
seleccion de dimensiones del mecanismo que aseguran un
volumen maximo. Finalmente, la Seccién VII concluye la
contribucién.

II. DESCRIPCION DEL ROBOT

El robot a estudiar, mostrado en la Fig. 1, es un manipulador
paralelo 2(3-RRPS), conformado dos plataformas fijas y una
mévil, unidas por seis cadenas cinematicas independientes de
tipo RRPS (de revoluta, prismética, esférica respectivamente),
en las cuales el par prismético juega el rol de par activo. El
manipulador fue presentado por Gallardo-Alvarado en [14],
[15], tiene el propdsito, entre otras aplicaciones, de servir
como maquina-herramienta.

Los planos de las plataformas fijas estin formados por
dos triangulos equildteros A By By B3 y /AB4Bs Bg, donde los
puntos B; representan la intersecciéon de los dos primeros
pares de revoluta de la ¢-ésima cadena cinemadtica y estdn
localizados por los vectores de posicion b;. Ambos tridngulos
estan inscritos en circulos de radio P; y P, respectivamente
y yacen en planos paralelos separados una distancia H, tal
como se muestra en la Fig. 1. A menos que se indique lo
contrario, para el resto de la contribucién ¢+ = 1,2,...,6.
Por otro lado, la plataforma mévil posee forma de prisma
triangular de altura A y como bases los tridngulos equildteros
NS15553 y AS4S5S5¢ de lados e, como se ilustra en la Fig. 1.
El punto S; representa el centro de rotacién del par esférico
de la cadena ¢ y se le localiza por el vector s;. La pose de
la plataforma moévil se controla mediante la variacién de las
longitudes ¢;, o sea la distancia entre los puntos B; y .S;,
teniendo como limites superior e inferior los valores ¢4, Y
Gmin respectivamente. Evidentemente, la carrera del actuador
Prismatico es Gmaz — Gmin-
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Fig. 1. Manipulador paralelo estudiado.

Naturalmente, variando las dimensiones de los tridngulos
que definen las plataformas AS;55S3, AS4S5S6, AB1 BoBs
y AByBsBg asi como los parametros e, h 'y H es posible
obtener diferentes configuraciones del manipulador, cada uno
de ellos con diferentes caracteristicas en sus respectivos espa-
cios de trabajo, indices de desempefio, etc. Algunas de ellas
son mostradas en la Fig. 2.

III. ANALISIS DE POSICION

En esta seccion son presentados los andlisis directo e inverso
de posicion del manipulador propuesto.

A. Andlisis Directo de Posicion

El andlisis directo de posicién es una etapa crucial en el
proceso de disefio de manipuladores paralelos, ya que son
una parte fundamental de su sintesis dimensional. En general,
este andlisis consiste en, dadas las longitudes de los pares
prismadticos, g;, determinar la posicién, definida por el vector
de posicién s;, de los pares esféricos y con esto, determinar
las posibles poses de la plataforma mévil o efector final.

En primer lugar es necesario establecer sistemas de referen-
cia tutiles para describir la posicién de la plataforma mévil. El
marco de referencia Oxy 7 estd fijo a la base del manipulador
y estd localizado en el centro del tridngulo equildtero formado
por los tres pares de revoluta inferiores fijos a la base. Por
otro lado, el marco G, es solidario a la plataforma mévil

(Fig. 1).
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(®) H #0, AB1B3B3 #

AB4BsBg AB4BsBg

(¢) H #0, AB1ByB3 #

AB4B5BG AB4B5BG

(e) H+# 0, AB1B2B3 =
/A B4 BsBg y las platafor-
mas fijas con diferente ori-
entacion

Fig. 2. Diferentes configuraciones geométricas del manipulador.

Debido a la configuracién de prisma triangular de la
plataforma movil, los vectores s4, s5 y ¢ pueden ser expre-
sados en términos de s1, $2, §3 y ¥, un vector unitario normal
al tridngulo 575253, como sigue:

Sit3 = 8; + hity, (1)
donde 9
Izy:@(.ﬁ_—.ﬁ;)x (SQ—S?,). (2)

De la Fig. 1, las longitudes de los pares prismadticos, g;,
quedan definidas como

(si —bi) - (si —bi) = q;

Por otro lado, las longitudes de los lados del tridngulo
AS15,53, e;, pueden expresarse como

i=1,2,...,6. 3)

(si —s;)-(si—s;)=e€7  i,5={1,2,3} mod(3). (4)

Las expresiones (3) y (4) forman un sistema de nueve
ecuaciones con nueve incégnitas (X;,Y;, Z;, i =1...3) que
al resolverlo permiten obtener la posicion y orientacién de la
plataforma moévil respecto a la fija. De esta manera, el centro
de dicha plataforma puede ser localizado por el vector

1 6
g=g;si (5)
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Finalmente, la pose de la plataforma respecto a la base
puede ser resumida en la matriz de transformacién T:

_| R ¢
T_|:01><3 1:|7 (6)

donde R es la matriz de rotacién del marco mdvil respecto al
fijo definida como

R=[a,u,u.), (7
donde #, ,ut, ,u. son vectores unitarios dados por:
- g1
Uy = 7———; (3)
llg — s1ll
N S2 — 83
2= T )
l[s2 — s3]l

B. Andlisis Inverso de Posicion

Por otro lado, el andlisis inverso consiste en, dada la pose
de la plataforma moévil, determinar las longitudes de las juntas
prismaticas ¢;. En primer lugar, los centros de las juntas
esféricas se determinan como:

si=Rs,+g (10)

donde s/ representa el vector de posicién de S; en términos
del sistema de referencia de la plataforma mévil. Por otro
lado, la orientacion de la plataforma moévil se puede describir
por la convencién roll — pitch — yaw, la cual consiste en
tres rotaciones sucesivas respecto a los ejes fijos en la base:
primero sobre el eje X un dngulo ¢ (roll), después sobre Y un
angulo 6 (pitch) y sobre Z un angulo ¥ (yaw). Asi, R queda
definida como:

cpcl  cpslsep — copsyy  sPso + chepshd
R = |[cOs ciped+ ssOsp  copsihsh — cibsop |,  (11)
—s0 cs¢p cOco

donde c representa la funcion coseno y s seno. Ahora, a partir
de (3), las longitudes ¢; pueden calcularse directamente.

IV. DESCRIPCION DEL ALGORITMO GEOMETRICO

En esta seccidn se describe el algoritmo geométrico, imple-
mentado en un software CAD, para la obtencién del espacio
de trabajo de orientacién constante para el manipulador bajo
estudio.

El método se basa en el concepto llamado espacio de vértice
[16]. Este es definido como el volumen que puede ser alcan-
zado por el vértice S;, correspondiente a la i-ésima cadena del
manipulador, considerando solamente las limitaciones propias
de la extremidad y finalmente considerar su interaccién con las
restantes. Las restricciones que afectan cada cadena se definen
a continuacion.

A. Carrera del Actuador

La longitud de la junta prismdtica estd restringida entre sus
limites maximo y minimo, ¢min Y Qmaz, respectivamente. El
conjunto de puntos que pueden ser alcanzados por el vértice
S; forman una esfera hueca con radio exterior ¢4, radio
interior g, y centro en B;, Fig 3.
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Plano de la base
z X

Fig. 3. Region alcanzable por la restriccion de la carrera del actuador.

Omadx
Bj
Y
I Supe.rﬁ.ce de
bt restriccion

Fig. 4. Region alcanzable por la restriccion de las juntas en la base.

B. Carrera Angular de las Juntas en la Base

La restriccién que afecta en las juntas de revolucién estd
dada por el dangulo de desalineamiento, 4., Fig. 4. Gen-
eralmente o < 90°. El efecto de la restriccién puede ser
modelada como una superficie conica con vértice localizado
en la interseccion de los ejes de las juntas B;, con un dngulo
de vértice de 2q,4,. La region alcanzable por el punto S;
sera entonces la esfera hueca con centro en B; cortada por tal
cono.

C. Carrera Angular de las Juntas Esféricas en la Plataforma

El modelado de esta restriccién es similar a la anterior,
siendo B4, el dngulo maximo que puede lograr la junta
esférica y —#, un vector unitario normal a la plataforma
movil, que pasa por el punto S;. Asi, el efecto de la restriccion
podra ser modelado, con respecto al marco de la plataforma
mdvil, como un cono con centro en S;, eje de simetria paralelo
a —u,, angulo de vértice 23,,4,. Es necesario trasladar esta
region que modela la restricciéon al marco de la plataforma
fija, para esto se traslada el vértice del cono B; y se rota de
tal manera que la linea de simetria esté definido por #, tal
como se muestra en la Fig. 5. La region alcanzable serd ahora
la interseccion de este cono con el sélido generado en el paso
anterior.
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Superfice de
p o

restriccion
y
&

z.)\‘x

Plano de la base

Fig. 5. Restriccion de la junta esférica con respecto al marco movil.

Fig. 6. Restriccion de cierre.

Para obtener f3;, dada cierta pose de la plataforma movil,
se tiene:

(B; = arccos {1 (si — b;) ~i1}, (12)

en donde i viene dado por:
n=-—u,,vi=123 (13)
n=u,,vi=4,5,6. (14)

D. Restriccion de Cierre

Ya definidos los espacios de vértice correspondientes a cada
extremidad, se toma en cuenta que los puntos S; estan fijos
rigidamente a la plataforma mévil. El espacio de trabajo de
interés es el formado todos los puntos alcanzables por G.
Por lo tanto es necesario trasladar cada i-ésimo espacio de
vértice a través del vector —Rs; como se muestra en al
Fig. 6. Note que esta restriccion estd directamente relacionada
con las dimensiones de la plataforma mdévil. Finalmente, la
interseccion de cada uno de éstos (Fig. 7) definen el espacio
de trabajo para la orientaciéon dada, el cual es mostrado en
la Fig. 8. Evidentemente, para una misma arquitectura, es
posible obtener diferentes formas y volimenes del espacio
de trabajo; un ejemplo de ello es mostrado en la Fig.9
que muestra diferentes espacios de trabajo para diferentes
parametros geométricos.
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Fig. 7. Espacios de vértice de todas las extremidades.

Y

o,

Fig. 8. Espacio de trabajo de orientacion constante.

V. APLICACIONES

A continuacién se presentan algunas de las aplicaciones
posibles para el algoritmo, entre las cuales se enlistan: la
determinacién del espacio de trabajo para un rango de orienta-
ciones, la obtencién de pardmetros de forma, la cuantificacion
del efecto de una restriccién sobre el volumen y principal-
mente, la sintesis y optimizacién dimensional del mecanismo.

e

Fig. 9. Espacios de trabajo generados con diferentes valores de los pardmetros.
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Fig. 10. Espacio de trabajo alcanzable para un rango de orientaciones, 6 €
[—15,25] y ¢ =+ = 0 . Vista isométrica (izquierda, vista lateral y superior
(derecha).

4

A

Fig. 11. Obtencion del cilindro para caracterizar al espacio de trabajo.

A. Rango de Orientaciones

Se ejemplificard esta aplicacién considerando, a modo de
ejemplo, los pardmetros geométricos del manipulador H =
1200, P, = P, = 200, h = 100, e = 300, todos en milimetros,
y la orientacién descrita por R sustituyendo ¢ = ¢ = 0,
6 € [—15°,25°] en (11). Es posible aplicar la metodologia para
una serie de orientaciones y unir los volimenes generados; el
espacio de trabajo se muestra en la Fig. 10.

B. Caracterizacion

Para una correcta sintesis dimensional del mecanismo, es
necesario conocer las dimensiones y la forma del espacio
de trabajo. El algoritmo aqui propuesto permite cuantificar
el volumen del espacio de trabajo y aporta informacién
necesaria para obtener pardmetros de forma para describirlo.
Como ejemplo, se describe a continuacién una propuesta para
determinar la cilindricidad de éste para una orientacién o un
rango de ellas.

Para esto se tiene la altura maxima del espacio, h. y el
diametro de la seccion transversal ecuatorial d., obtenida
mediante un corte en el drea transversal media y midi-
endo el radio del circulo circunscrito. Con esto se obtiene
el volumen del cilindro que contiene estas caracteristicas,
Fig. 11. El volumen del espacio de trabajo, V., se divide
entre el volumen del cilindro, V.. El valor obtenido dara el
porcentaje de aproximacién al cilindro propuesto, k, donde
1 es el 100%. Como ejemplo se tienen las configuraciones,
con a = 1200,p = 200,h = 100,e = 300, en milimetros,
¢, 1,60 = 0° fijas y como variable 3, en la Tabla I se muestran
los resultados.
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TABLA I
VALORES DE CILINDRICIDAD PARA CADA CONFIGURACION DE
PARAMETROS PROPUESTA

B Ve Vs E
(grados) (mm?) (mm?3) %
45 788 x 10° 1550 x 10°  0.508
30 537 x 105 793 x 10° 0.67
20 204 x 105 282 x 10° 0.72
10 346 x 104 466 x 10% 0.74

100 : . : : ;
90 ]
80 J
70b Juntas |~ T T T T ]
especiales | |
% del i I I Unién cardan |
volumen 50f | | y JUHF§ de
sin | | rotacién
restriccione40 [ | | i
Juntas
30 fcomercialds I il
| ol ARl |
20+ | | |
101 | | d
| |
0 . i ks L "
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Valor de B (grados)

Fig. 12. Grifica del efecto de /3 en el volumen del espacio de trabajo.

C. Efecto de ( en el Espacio de Trabajo

La mayoria de los manipuladores paralelos espaciales em-
plean juntas esféricas en sus cadenas cinemdticas, por lo tanto
es de interés el estudio del efecto que éstas tienen en el espacio
de trabajo. Comercialmente con angulos de desalineamiento
entre 8° y 20°, también existen juntas esféricas especiales
que pueden llegar a tener hasta 35°, [17]. Las uniones cardan
acopladas a una junta de rotacion pueden ser usadas para
lograr este tipo de funcionamiento y alcanzar hasta un dngulo
de 45°. Debido a esto se analiza el efecto que este dngulo
[ tiene en el espacio de trabajo del manipulador propuesto.
La configuracién a estudiar tiene los parametros H = 1200,
p = 200, h = 100, e = 300, mm. Con la orientacién en
0=¢9p=9v=0

En la Fig. 12 se muestra la grafica del efecto de [ en
el volumen del espacio de trabajo. Se tiene que el volumen
maximo que se puede alcanzar sin tener restriccion en /3 es
7.89x107mm3, este representa el 100% en la gréfica.

Por los valores que da la gréfica se pueden ver los porcenta-
jes que cada tipo de junta puede lograr. Asi la eleccion de la
unién se puede hacer basdndose en los requerimientos para el
manipulador.

VI. OPTIMIZACION DEL ESPACIO DE TRABAJO

Con el algoritmo descrito en la seccién anterior es posible
dimensionar el manipulador. Para ello es necesario en primer
lugar determinar las dimensiones que no seran variables en la
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TABLA 1II
PARAMETROS GEOMETRICOS CONSTANTES

Pardmetro Valor
mm

dmin 560
dmaaz 860

h 65

P1 (AB4Bs5Bg) 173
e 266

AmGax 90°
Bmaz 90°

11604318
13036007

13036007 - 14467657
1467697 - 15899387
15e93e7 - 1733076
73076 - 18762766
16762766 — 20199455
20194456 — 21626145
21626145 - 23057835
23057835 - 2948952

> 2wEeEs

P [mm]

Fig. 13. Superfice de respuesta para H y P;.

seleccion de la mejor configuracién. Estas son mostradas en
la tabla II.

Con esos valores, se inicia un procedimiento iterativo para
determinar los valores de las dimensiones de la plataforma
fija, P, (AB4B5Bg) y la distancia entre plataformas, H, tal
que el volumen del espacio de trabajo sea el maximo posible.
Para ello se usa la orientacién (0,0,0), ya que segtn [1], es
la mejor para abordar este tipo de problemas.

Usando optimizacién por superficie de respuesta y regresion
polinomial cubica, se obtienen los valores H = 730mm y
P, = 900mm, ver Fig.13. Con este modelo de regresion se
estima un volumen aproximado de 24,489,525 mm? con un
ajuste de R? = 94.07%.

Finalmente se obtiene el volumen del espacio de trabajo
con el método presentado arriba (figuras 14 y 15) y se valida
empleando el algoritmo de Castelli y colaboradores [9] con
elementos ctbicos de 5 mm de lado y tomando como base
las ecuaciones desarrolladas en la seccion III. Los valores del
volumen son mostrados en la Tabla III y el espacio obtenido
en la Fig. 16.

TABLA 1II
VOLUMEN DEL ESPACIO DE TRABAJO PARA LA CONFIGURACION OPTIMA

Método Volumen mm?
Geométrico 23,684,060
Numérico 23,105,000
Error 0.3604%

VII. CONCLUSIONES

En este documento se describe un algoritmo geométrico
para la determinacion del volumen y forma del espacio de tra-
bajo de orientacidn constante de un robot paralelo 2(3-RRPS).
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Fig. 14. Espacio de trabajo para la orientacién (0,0,0) del manipulador

propuesto.

(a) Vista frontal (b) Vista lateral

(c) Vista superior

Fig. 15. Vistas del espacio de trabajo traslacional éptimo.

Fig. 16. Espacio de trabajo determinado mediante barrido de coordenadas y
orientacién (0,0, 0).
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El método es util para obtener valores criticos y de interés
para el disefio del manipulador. El algoritmo toma en cuenta
las restricciones mecdnicas de los elementos del manipulador,
facilitando asf la elecciéon de componentes mecdnicos.

Las potencialidades que presenta son la optimizacion del
espacio de trabajo, la caracterizacién de éste, como también
aportar de una manera grafica un rango de orientaciones.

Ya que el algoritmo esta desarrollado en software CAD tiene
una visualizacién sencilla y gréfica del espacio de trabajo.
Ya que se pueden obtener valores de volumen y forma de
dicho espacio, es de gran ayuda para el dimensionamiento del
manipulador.
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