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Compartmental Epidemiological Models for Covid-19:
Sources of Uncertainty, Goodness-of-Fit and Goodness-
of-Projections

Rafael da Silva Fernandes

Abstract—Compartmental Epidemiological Models have been
widely used to describe the dynamics of infectious transmission
diseases. These models describe the temporal progression of case
counts related to an epidemic and evaluate hypotheses about the
possible underlying mechanisms that explain patterns in the
observed data, with distinct spatial and temporal scales.
Furthermore, the models can vary in complexity, whether in terms
of the number of parameters or the number of variables that
characterize epidemiological states. Therefore, this approach is
essential to select adequate models that characterize better
transmission dynamics. This generates reliable estimates of the
main parameters, which is a critical factor in minimizing
uncertainty. This study aims to apply the main epidemiological
compartmental models to the initial data of Covid-19 in the city of
Parauapebas / PA - Brazil. A model selection criterion is proposed
that, in addition to taking into account the quality of fit,
mechanisms are added that capture information about past
forecasts. Such a proposal contributes by providing subsidies for
an adequate selection of the best model in order to enable more
precise characterization of the transmission dynamics and with
less loss of information.

Index Terms—Covid-19, Compartmental Epidemiological
Models, Forecasting Epidemics, Goodness-of-fit, Goodness-of-
projections, Parameter Estimation, Sources of Uncertainty.

I. INTRODUCAO

sociedade tem sido marcada por acontecimentos historicos

que desafiam a sobrevivéncia humana. Atualmente,

enfrenta-se uma nova doenga infecciosa viral chamada
COVID-19 (Coronavirus Disease 2019), descoberta em
dezembro de 2019 na China [1] causada por um virus chamado
Coronavirus SARS-CoV-2 (Severe Acute Respiratory
Syndrome Coronavirys 2 of the Genus Betacoronavirus). Este
virus se disseminou para mais de 160 paises em pouco menos
de 3 meses, sendo que no Brasil o primeiro caso foi confirmado
em 26 de fevereiro de 2020, e em menos de um més foram
registrados 2,4 mil infecgdes. 2 meses apds, o Brasil ja
apresentava quase 62 mil casos confirmados de infec¢do, 4.205
mortes e 30.152 mil recuperados [2].

Neste contexto, diversos trabalhos cientificos tém sido
realizados para compreensdo desta pandemia. Dentre eles, boa
parte se trata de modelagem matematica, principalmente, com
o intuito de realizar previsdes futuras quanto ao numero de
infectados e de obitos. Tal preocupacio, remete a premissa de
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que o sistema de saude poderia colapsar nos municipios e, com
isso, acarretar o aumento do numero 6bitos, devido a falta de
assisténcia hospitalar.

Os modelos compartimentais epidemioldgicos analisam a
dissemina¢do de uma doenga infecciosa por meio de uma
populagdo. Tais modelos variam em sua complexidade quanto
ao numero de variaveis ¢ de parametros que caracterizam os
estados dindmicos do sistema. Essa estruturacdo ¢ critica, pois
além de definir os compartimentos, implica também em
quantificar os fatores que contribuem para o processo de
transmissdo. Logo, surge a importancia em selecionar uma
estrutura que melhor represente a realidade.

Usualmente, sdo usadas métricas de desempenho, por
exemplo, o Root Mean Square Error (RMSE), como critério
para sele¢do de modelos [3]. No entanto, pode haver uma
incerteza substancial sobre essa sele¢do e, para tanto, ¢
apresentada em [4] uma abordagem baseada na informacao
perdida de um modelo, quando este é usado para descrever a
realidade. Trata-se de uma abordagem que se baseia na
qualidade de ajuste e tem como vantagem quantificar
evidéncias sobre a perda de informacdo e probabilidade do
modelo ser suportado pelos dados.

Frente ao exposto, este trabalho propde um critério de
sele¢@o de modelos que, além da qualidade de ajuste, adiciona-
se uma avaliagdio da qualidade das projecdes passadas.
Projecdes passadas remetem as previsdes realizadas num
periodo anterior e que, posteriormente, sdo avaliadas.
Especificamente, incorpora-se ao critério de selecdo
apresentado por [4], mecanismos capazes de fornecer
informacdes dessas projecdes passadas. Além disso, como
forma de melhorar as condigdes de previsdo, mecanismos
subjacentes, que, identificam caracteristicas de assinatura de
padrdes de crescimento epidémico, sdo adicionados ao modelo
compartimental geral.

Este trabalho contribui para o entendimento amplo sobre a
dindmica da transmissdo da Covid-19, avaliando a progressao
ou o reajuste ao longo do tempo, bem como quantifica a
informacdo e seleciona o modelo com menor perda de
informagao dentre os modelos analisados.

Este trabalho apresenta ainda as fontes de incertezas
associadas aos modelos compartimentais e discute, dentro da
proposta apresentada, como modelos com complexidades
diferentes sdo suportados pelos dados.

A principal motivagdo deste trabalho ¢ dada pela dificuldade
em determinar o modelo compartimental mais adequado para
descrever a pandemia do Covid-19. Tal adequag@o remete a um
trade off entre o nivel de complexidade do modelo e a
capacidade de parametrizar de forma confidvel o modelo com
os dados disponiveis, isto €, se ao incrementar parametros e
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variaveis se obtém melhores insghts sobre a dinamica de
transmissao de doengas infecciosas, em contrapartida, isto pode
acarretar a falta de identificabilidade dos pardmetros, resultante
da falta de informagdes do fendmeno para estruturagdo do
modelo.

O restante deste documento estad organizado da seguinte
forma. Na Secdo II, sintetiza-se os principais modelos
compartimentais; na Secao III as fontes de incertezas
associadas aos dados e pardmetros sdo apresentadas. Na Secdo
IV, introduz a proposta do critério de selecdo de modelos
baseada em previsdes passadas. Na Secdo V ¢ apresentado os
resultados, analises pertinentes ¢ demais discussoes. Por fim, na
Secdo VI, as consideragdes finais.

II. MODELOS COMPARTIMENTAIS EPIDEMIOLOGICOS

A modelagem matematica epidemioldgica ¢é bastante
utilizada para auxiliar os responsaveis por um sistema de satde
em tomar decisdes mais acertadas a respeito de uma pandemia.
A aplicacdo destes modelos em diferentes etapas fornece
caracteristicas sobre a evolugdo da dindmica de transmissio.
Uma vez compreendido a dindmica de transmissdo, pode-se
entdo realizar uma projecdo de curto ou longo prazo.

Neste trabalho, apresenta-se os modelos compartimentais
baseados em sistemas de equagoes diferenciais ordinarias. Tais
modelos foram sintetizados em uma classe de modelos,
podendo assim, variar sua complexidade com a presenga ou ndo
dos compartimentos e parametros. Tratam-se de modelos
classicos encontrados em diversos trabalhos na literatura, como

(5], [6], [7].
A. O Modelo SEAIDR

O modelo SEAIDR representa o modelo compartimental
epidemioldgico que abrange um conjunto amplo de pardmetros
e compartimentos e foi baseado no modelo SIAS, apresentado
por [8], [9], [10] e [11].

O modelo geral aqui apresentado é subdivido nos seguintes
compartimentos:

e (S) — Suscetiveis: que representam os individuos que sdo
suscetiveis de serem infectados;

e (E) — Expostos: sio individuos infectados, mas ndo
infectantes ou ndo ativos e remete ao periodo de incubagfo
do virus no individuo;

e (A) — Assintomaticos: sdo individuos infectados, mas que
ndo apresentam sintomas. Porém, ainda podem ser
infectantes;

e (I) — Infectados: individuos que estdo infectados com a
doenca, apresentam os sintomas e sdo capazes de transmiti-
la a individuos suscetiveis;

e (D) — Obitos: Individuos infectados e que morreram em
decorréncia da doenga;

e (R) — Recuperados: Individuos que se recuperaram da
doenga e se tornam imunes.

Tem-se que a populagdo N=S+E+A+I+D+R e o
numero de individuos em cada compartimento no tempo t deve
ser inteiro, de modo que o modelo possa ser descrito pelo
seguinte sistema de equagdes diferenciais ordindrias:
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Os parametros 8 e u representam as taxas de transmissao
da doenca, que sdo as taxas médias em que ocorrem contatos
entre dois individuos quaisquer. Sendo que S ¢ a taxa para
infectados e y a taxa para assintomatico.

Os parametros y e o sdo chamados de taxa de recuperacio,
e representa a taxa com que um individuo infectado ou
assintomatico, respectivamente, é recuperado.

O parametro § ¢ a probabilidade de mortalidade, isto é, a
probabilidade de um individuo infectado ir a dbito devido a
doenca, antes mesmo de se recuperar.

O parametro k representa a taxa de mudanga de exposto para
infeccioso, determinado pelo periodo de incubacéio do virus
no individuo.

Frequentemente, quando se aplicam modelos matematicos
com o intuito de realizar previsdes de epidemias, pressupde-se
que, a fase inicial de crescimento, segue uma dinamica de
crescimento exponencial. Essa suposi¢do pode ser conveniente,
pois ajuda a orientacdo sobre o tipo e a intensidade das
intervencgdes, incluindo necessidades de infraestrutura de satude
para diagnoéstico, isolamento de individuos infecciosos e
atividades de rastreamento de contatos [12].

Assim, como forma de refinar o modelo e possibilitar a
caracterizagdo da dindmica de crescimento subexponencial,
durante a fase inicial de uma de doenca infecciosa, dois
mecanismos podem ser incorporados ao sistema de equagdes.
O primeiro se refere a premissa de mistura homogénea da
populacdo, logo, ¢ incorporado um pardmetro de lei de
poténcia aem como expoente, fazendo I(t) —
I1%(t) e A(t) » A"(t) . Para @ =1 =1, trata-se de um caso
especifico, onde configura uma mistura homogénea e,
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Fig. 1. Diagrama Compartimental do Modelo SEAIDR.



1026

para a =1 <1, indica uma mistura ndo homogénea da
populagio e que induz a um crescimento mais lento
(subexponencial) [12]. O segundo mecanismo, baseado na
premissa do efeito crescente das mudangas de comportamento
da populagdo e das intervengdes de controle que ocorrem na
populac@o, modela o comportamento dindmico por meio de
uma taxa de transmissdo f dependente do tempo, fazendo § —
B@®).

O diagrama da representa a dindmica do modelo SEAIDR.
Neste aspecto, uma propor¢do p dos individuos Expostos
migram para o compartimento dos Infectados, de modo que
uma propor¢do de (1 —p) para o compartimento dos
Assintomaticos. Posteriormente, individuos migram dos
compartimentos dos Infectados e Assintomaticos a uma taxa de
recuperacdo y € g, respectivamente, de maneira que parte dos
Infectados pode ir a dbito a uma proporgdo de y§/(1—9),
migrando para o compartimento dos Obitos.

Por fim, cabe mencionar que o modelo SEAIDR pode abarcar
outros parametros, tornando-o um modelo ainda mais amplo.
Tais parametros poderiam representar a dindmica de vitalidade,
por exemplo, conforme mostrado em [11].

B. Modelos Restritos

Os modelos restritos representam casos especificos do
modelo SEAIDR podendo ser tratado como uma classe ou
familia de modelos. Desta forma, sua restri¢gdio ou
complexidade se faz pela quantidade de pardmetros e
compartimentos presentes, sendo o modelo SEAIDR o mais
amplo, contendo todos os pardmetros e compartimentos, € o
modelo SIR o mais restrito, contendo menos parametros e
menos compartimentos.

O modelo SIR ¢ o modelo compartimental mais simples
apresentado na literatura considerando uma populagio
constante e que, ap6s a infec¢@o, os individuos recuperados
ficam imunes a novas infecc¢des. Inicialmente publicado por [7],
o modelo SIR foi o ponto de partida para estudos das
propriedades das epidemias. Observa-se que o modelo SIR ¢
um caso especifico do modelo SEAIDR composto pelos
pardmetros f,ax ey podendo variar e os demais como
constantes.

Aspecto importante a observar, ¢ que o pardmetro k ¢
comumente dado por 1/T; e T; é o tempo médio de incubagio,
logo, ndo haveria tempo de incubagdo para o modelo SIR,
fazendo com a dindmica de transmissgo seja pela migragdo do
individuo do compartimento de Suscetiveis para o de Infectados
diretamente. Na auséncia do compartimento de expostos, como
o modelo SAIR e SAIDR, o pardmetro p ndo ¢ incorporado,

TABELA 1

MODELOS RESTRITOS E SUAS COMPLEXIDADES
Modelos N Np B a pu m K p o y &
SIR 3 3 1 1 0 0 0 O o0 1 o0
SIDR 4 4 1 1 0 0 0 0 0 1 1
SEIR 4 4 1 1 0 0 1 o0 0 1 o0
SEIDR 5 5 1 1 0 0 1 0 0 1 1
SAIR 4 6 1 1 1 1 0 0 1 1 0
SAIDR 5 7 1 1 1 1 0 0 1 1 1
SEAIDR 6 9 1 1 1 1 1 1 1 1 1

uma vez que, a incidéncia dos casos ocorre diretamente nos
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compartimentos (A) e (I) respectivamente.

Desta forma, ao variar a complexidade do modelo SEAIDR
pelo numero de pardmetros (Np) e compartimentos (N.)
envolvidos, pode-se apresentar o conjunto de modelos pela

Tabela 1. Neste caso, o nimero 1 (um) representa a presenca
do parametro no modelo e 0 (zero) sua auséncia.

III. FONTES DE INCERTEZAS

Um dos maiores desafios da modelagem matematica é a
estimagao dos pardmetros. Uma primeira desvantagem, é que,
se um determinado conjunto de dados possui apenas uma
quantidade finita de informagdes, logo, cada vez que uma
estimativa do parametro ¢ feita, a informacao restante ¢ perdida.
Outra desvantagem se trata do numero de parametros
envolvidos, acarretando numa estimagdo conjunta dos
parametros. Assim, um método de estimagdo que ajusta os
parametros aos dados amostrais com uma melhor qualidade é
crucial para uma caracterizacdo mais acertada. Por fim, uma
terceira desvantagem, trata-se do sistema de equagdes que
descrevem os modelos compartimentais, como ¢ o caso dos
modelos supracitados, que s3o resolvidos numericamente por
ndo possuirem solugdo analitica.

Além disso, se os dados ndo representarem o fendmeno em
estudo de forma confiavel, qualquer estimagao dos parametros
bem feita sera inutil.

A. Dados Utilizados para Estimagdo

O conjunto dos dados que consiste este trabalho é referente
ao numero de notificados infectados, Obitos e recuperados
apresentados no boletins informativos oficiais pelo municipio
de Parauapebas/PA — Brasil, por meio do site [13], cuja
publicacdo ocorre diariamente. Os dados podem ser
visualizados na Fig. 2 e compreendem o periodo entre
28/03/2020 a 31/05/2020, totalizando 65 dados notificados.
Estes dados representam o primeiro estdgio de uma curva
epidémica, caracterizado pelo rapido crescimento inicial do
numero de infectados.

Devido a preocupacéo por parte dos sistemas de satde aos
nimeros de infectados e dbitos, sabe-se que a informagdo do
nimero de recuperados geralmente ndo ¢ levada em
consideracdo. No Brasil, por exemplo, os dados informados por

Casos Notificados de Parauapebas/PA
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Fig. 2. Graficos dos numeros acumulados de casos notificados de infectados,
obitos e recuperados no municipio de Parauapebas — Brasil.
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[14], do nimero de individuos recuperados, foram inicialmente
langados em 19/04/2020, 52 dias apds o primeiro caso
confirmado.

Para o modelo SEAIDR ainda é um desafio conseguir os
dados referentes aos estados epidemiologicos:

o dos suscetiveis, devido ao desconhecimento quanto a auto
imunidade de uma parcela da populag@o e a premissa de uma
populagdo totalmente suscetivel;

o dos expostos, que devido a incubacdo do virus no individuo,
este, por sua vez, nao procura o sistema de satde para
realizagdo dos testes;

o dos assintomaticos, que, devido ao baixo numero de testes
realizados no Brasil, gera uma subnotificagdo dos dados. Esta
situa¢do ¢ bastante aceita no cenario atual, sendo que, sua
quantificacdo ¢ dificil e agravada pelos individuos
assintomaticos, estes que, ndo procuram o sistema de saude
para realizagdo dos testes.

B. Identificabilidade dos Parametros

Uma questdo importante, ao se analisar a aplicacdo de
diferentes modelos matematicos a um mesmo conjunto de
dados, ¢ saber se os parametros sdo identificaveis a partir dos
dados disponiveis. Assim, um parametro ¢ identificavel quando
seu intervalo de confianga estd em uma faixa finita de valores
[3] e seu comportamento é estdvel entre os modelos. A
estabilidade ¢ avaliada quando os parametros ndo se alteram
significativamente com a varia¢@o da complexidade do modelo.

Na pratica, um parametro pode ndo ser identificavel devido a
dois fatores principais: a quantidade e qualidade dos dados
disponiveis ou o niimero de parametros estimados em conjunto
a partir dos dados disponiveis. Conforme apresentado em [3],
este problema pode ser corrigido:

a. Pelo emprego de um modelo alternativo de menor
complexidade;

b. Coletando mais dados sobre outros estados do sistema para
caracterizar melhor os recursos dindmicos do sistema;

c. Acrescentando mais observagdes aos dados para restringir
melhor os parametros do modelo e/ou;

d. Reduzir o nimero de pardmetros estimados em conjunto.

Desta forma, para o item (a) acima, este trabalho analisa o
impacto de diferentes modelos, conforme apresentado na Se¢io
ITe

Tabela 1. Para o item (b), é acrescentado os dados do nimero
de recuperados. O item (c), corresponde a proposicdo deste
trabalho a ser apresentado na Se¢éo IV, neste ponto, interessado
em avaliar a inser¢do de novos dados. E para o item (d) é
apresentado, na subsecdo a seguir, uma estratégia para a
estimagdo dos parametros.

C.Método de Estimagdo dos Pardmetros

Uma maneira adequada de reduzir a estimacao conjunta dos
parametros, conforme tratada em [16], € ajustar os modelos de
menor complexidade aos dados originais e fazer inferéncia
multimodal adequada. Esta estratégia ¢ util, pois permite
compreender a perda de indentificabilidade do parametro com
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o aumento da complexidade e facilita a compreensdo das
informagdes nos dados.

Neste trabalho, os pardmetros sdo estimados por meio da
curva nao linear do quadrado minimo, ajustada aos dados
observados. Para esse fim, ¢ utilizado o algoritmo de
Levenberg-Marquardt, publicado originalmente por [16] e
aperfeigoado por [17]. As estimagdes sdo realizadas usando o
pacote minpack.Im do Software R.

IV. CRITERIOS PARA SELECAO DE MODELOS

Sob o pressuposto de um fendmeno epidémico, diferentes
modelos compartimentais podem assumir diferentes formas.
Deve-se utilizar algum critério para selegdo do modelo mais
adequado ao fenomeno em estudo, principalmente quanto aos
problemas advindos da ndo identificabilidade pratica dos
parametros envolvidos.

A. Critério de Sele¢do de Modelos Baseado em Qualidade

de Ajuste.

Baseando-se na qualidade o ajuste, os autores em [4],
descrevem uma abordagem formal, fundamentalmente solida,
de desenvolvimento de um critério de selegdo de modelos que
quantifica a evidéncia de cada modelo aplicado em um unico
conjunto de dados. O procedimento consiste no escalonamento
da Root Mean Square Error (RMSE) e é formulado da seguinte
maneira:

2Np(Np + 1)

AIC, = 2 X log(RMSE) + 2Np + m (2)

AIC, representa o Critério de Informacgdo de Akaike com
correcdo de viés em estudos comportamentais e quantifica a
perda de informag@o do r-ésimo modelo em relagdo aos dados
observados, n representa o tamanho do conjunto dos dados e
Np o numero de pardmetros do modelo. Operacionalmente, ao
calcular os AIC, para cada um dos r modelos, seleciona-se o
modelo com menor valor de AIC,.. Conforme [4], como forma
de obter um critério em escala continua de informagdes e que,
podem ser interpretados independentes da escala de medicao, é
introduzido o critério de sele¢do que classifica o modelo de
acordo com a perda de informagdo AIC, em relagdo ao melhor
modelo, assim temos:

A, = AIC, = AlChnimo 3)

A, representa o indice da perda de informagdo do modelo r
em relagdo ao melhor modelo AIC,,;ime> OU S€ja, um valor
muito alto representa um modelo que perde muita informagao
sobre a realidade em relacido aos demais modelos.

A probabilidade relativa do modelo r, dado o conjunto de
dados, fornece uma forca formal de evidéncia dada pela
quantidade I, = exp(—4,/2) e permite declaragdes de
evidéncia, como, por exemplo, um modelo ¢ tantas vezes
melhor suportado pelos dados que outro modelo.

Ainda pode-se determinar a probabilidade de cada modelo r,
dado os dados e os modelos, € é formulada como:
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Vur _ exp (— %2‘
Siew(-F)

Assim interpretamos W, como a probabilidade relativa do
modelo, o que permite declaragdes de evidéncia em que um
modelo ¢ mais provavel que outro, em relacdo aos dados. Essa
equagdo fornece um valor de W, dentro do intervalo [0,1],
podendo o r-ésimo modelo assumir qualquer valor no intervalo.
Pelo fato de que cada W, ser uma partigao do espago que contém
todos os possiveis valores da qualidade do ajuste, XF_, W, = 1.

Finalmente, pode-se ainda tomar as razdes das
probabilidades do modelo para quaisquer pares de modelos,
assim, a evidéncia quantificada ¢ representada tanto pelas
probabilidades do modelo quanto pela razdo de evidéncia.

C))

B. Critério de Selegcdo de Modelos Baseado em Previsées
Passadas.

Na incerteza quanto as previsdes epidémicas, ¢ comum
selecionar modelos que melhor se ajustaram aos dados
conforme apresentagdo anterior. No entanto, durante a
ocorréncia de uma epidemia, os modelos sdo sempre
reajustados a cada nova insercdo de dados. Pressupde-se, entdo,
que, num determinado tempo passado t~, seja possivel avaliar
como o modelo se comportou aos dados posteriores.

A medida que mais dados da fase inicial de crescimento sio
empregados para estimagdo dos pardmetros, conforme [3], a
incerteza nas estimativas dos pardmetros ndo ¢ apenas reduzida,
mas as estimativas de pardmetros sdo mais restritas em torno de
seus valores reais. No entanto, com a inser¢do de novos
compartimentos, pode ocorrer o efeito contrario pois, devido a
falta de dados dos estados epidemiologicos, os parametros
podem ser calibrados gerando uma variabilidade alta.

Desta forma, analisando-se todas as previsdes realizadas no
passado e a qualidade de suas projecdes, sera entdo possivel
gerar um vetor de erros ao longo do tempo de reajuste.
Pretende-se com este mecanismo, diminuir a incerteza dos
pardmetros para um dado modelo, conforme ja mencionado na
Se¢do II. Reaplicando este procedimento a todos os modelos
apresentados na

Tabela 1, pretende-se aqui gerar um mecanismo de
comparac¢do dos modelos, isto ¢, aplica-se o procedimento de
comparac¢do adotado na seccdo anterior; através das equagdes
(2), (3) e (4), podendo assim avaliar o modelo que melhor se
ajustou ao fenémeno observado ao longo do tempo. Logo,
teremos um critério para determinar o melhor modelo.

Podemos descrever, entdo, uma estrutura capaz fornecer
informagdes das projecdes passadas, conforme descritas nos
passos a seguir:

Passo 1: Determina-se uma data passada t~ > t, em que se
queira avaliar a evolu¢do do modelo ao longo do tempo. Seja
t =t,, .., t, os tempos didrios da notificacdo dos dados e t,, 0
valor do tltimo dado notificado, a diferenca t, —t~ =k
representa a quantidade de avaliagdes das previsdes passadas.

Um valor t~ para os primeiros casos de infec¢do é ainda
prematura para conferir o status de epidemia. Um valor de t~
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igual a t, sera incapaz de avaliar as proje¢des passadas do
modelo. Portanto, recomenda-se um valorde 1 <t~ < t,,.

Passo 2: Seja R o conjunto da classe de modelos apresentada
na

Tabela 1, calibra-se os respectivos parametros de cada
modelo r € R em cada unidade tempo k€ [t7,t,). A
informagdo gerada serd denominada RMSEf; ou RMSE
ajustado e dada pelo vetor coluna ef.

Passo 3: De forma analoga ao Passo 2, calcula-se o quanto
as projecdes passadas, em cada periodo k, foi capaz de prever
os dados observados posteriores até t,,. Essa informacdo sera
denominada RMSE,,; ou RMSE projetado e dada pelo vetor
coluna ey,

Passo 4: A Matriz RMSE (RMSE,,) serd formada pela
jungdo dos vetores coluna e” = ef + ey para cada modelo 7 e
seus elementos serdo formados por ey, que representa ao soma
do RMSEy;; € RMSE,,,; para o r-¢simo modelo no k-ésimo
periodo.

Passo 5: Utilizando as equagdes (2), (3) e (4) geram-se a
Matriz de Informagdes AIC,y,, Matriz de Indices A, e Matriz
de Evidéncias Wy,..

Passo 6: Por fim, como forma de avaliar o comportamento
dos N, pardmetros, ao longo dos k periodos e para os r
modelos, podemos assim gerar N,, matrizes de parametros,
denominada Matriz de Pardmetros P, VN,. Em particular,
estamos interessados nos pardmetros que podem ser estimados
diretamente dos dados disponiveis.

Assim, o modelo que apresentar evidéncias mais fortes ao
longo dos periodos avaliados, sera considerado o melhor dentre
os modelos analisados, dado o conjunto de dados.

Particularmente, a proposta apresentada inclui dois
mecanismos para captar a informagéo das projegdes, sendo: a
inclusdo da medida de desempenho das projecdes €, € que visa
quantificar a perda de informag&o apoés o ajuste e, a inclusdo da
reaplicacdo do procedimento nos k periodos envolvidos,
visando, assim, restringir melhor os parametros do modelo e
avaliar as premissas subjacentes a inser¢do de novos dados.

Observe que as premissas subjacentes a fase de crescimento
inicial de uma epidemia, diz respeito ao crescimento do
RMSE ;; € 0 decrescimento do RMSE ,.,j a0 longo do tempo.

V. RESULTADOS E DISCUSSOES

Nesta etapa da pesquisa ja sabemos da busca dos modelos
compartimentais epidemioldgicos em caracterizar a dindmica
de transmissdo de doencas infecciosas. Para tanto, ¢ realizado
um estudo de caso aplicando diferentes modelos a um mesmo
conjunto de dados observados.
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TABELA 2

NUMERO DE PARAMETROS, RMSE E OS CRITERIOS DE SELECAO AIC, , A, EW,
PARA CADA MODELO APLICADO

Modelos N, RMSE AIC, A, w,
SIR 3 42.67109 4943513  31.44193  0.000000
SIDR 4 41.78921  493.9096  31.00029  0.000000
SEIR 4 41.17510  491.9850  29.07571  0.000000
SEIDR 5 32.33322 462.9093  0.000000 0.993478
SAIR 6 52.11917  527.4075  64.49820  0.000000
SAIDR 7 33.62803 472.9617 10.05237  0.006521
SEAIDR 9 38.98866 497.4979  34.58861  0.000000

caso foi escolhido diante da
saide e do auxilio dado as
de controle adotadas pelo

O cenario do estudo de
proximidade ao sistema de
implementagdes e medidas
municipio.

A. Andlises Preliminares

Inicialmente faz-se necessario aplicar os modelos (

Tabela 1) ao conjunto total dos dados coletados (ver Fig. 2)
para ter um entendimento preliminar e compreender as
evidéncias quantificadas para os diferentes modelos quanto ao
ajuste. A analise preliminar consiste em avaliar, a partir dos
critérios de selecdo discutidas na subse¢do IV.A, como as
estratégias para minimizar as fontes de incertezas se relacionam
com as complexidades dos modelos, nimero de pardmetros e
nimero de compartimentos.

Para tanto, calibra-se os parametros dos r modelos aos dados
notificados. O niimero de infectados inicial é [, = 1 e adota-se
a premissa de uma populagdo totalmente suscetivel com S, =
N —1,. Outros valores utilizados e predeterminados foram, os
pardmetros k = 1/T; e T; = 7 dias, p = 1/6 e 6 ¢ a estimativa
da proporgdo de subnotificados € 0 = 1/T; e T, = 14 dias.
Observa-se na Tabela 2 que o valor de AIC, indica que o
modelo SEIDR ¢é o melhor no sentido de minimizar a perda de
informagdes em relagdo aos dados observados.

Os modelos com 4, > 14 possuem evidéncias fracas e ndo
possuem essencialmente nenhum suporte empirico, conforme
discutido em [4]. No entanto, é necessario utilizar valores de
acordo com o fendmeno em estudo e, assim, & possivel
estabelecer trés subgrupos de modelos, sendo aqueles com:

e A, > 20: Sio os modelos SIR,SIDR, SEIR, SAIR,SEAIDR
e ndo tém essencialmente nenhum suporte empirico. Os
modelos SIR,SEIR e SAIR perdem informagdes com a
auséncia do compartimento (D) que é contraria a premissa
de utilizagdo de mais dados sobre os estados epidémicos.
Estes modelos também sdo de menor complexidade de
pardmetros e, apesar de corroborar para minimizacdo das
incertezas, ainda sim perderam informacdes.

e 10 < A, <20: Trata-se do modelo SAIDR. Nota-se
imediatamente a presenga do compartimento (D), no entanto,
a presenga do compartimento (A) faz aumentar a perda de
informagdes. Neste caso, tais modelos tem relativamente
pouco suporte empirico e as analises tornam-se
inconclusivas. Pode-se observar a mesma relagdo do
compartimento (A) nos modelos SAIR — SEAIDR.

e A, = 0: Representa o melhor modelo de acordo com o
critério AIC,. Neste caso, torna-se o modelo base para as
analises anteriores, ou seja, a perda de informagdes dos
demais modelos, ocorre em relagao ao melhor modelo. Logo,
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¢ possivel inferir que o modelo SEIDR perde menos
informagdes, o que refor¢ca com a presenca do compartimento
(D) e a auséncia do compartimento (4). Além do mais, a
presenga do compartimento (E), ao comparar SIR — SEIR e
SIDR — SEIDR, resulta na melhora do valor de RMSE.

Outra quantidade que permite declaragdes de evidéncias,
para um conjunto de dados, ¢ a forga de evidéncia. Podemos,
por exemplo, querer comparar o melhor modelo SEIDR com o
modelo SAIDR, fazendo o seguinte calculo:

1
lsgipr = €xp (‘ 2 X (AlCspipg — AICSAIDR))

Assim ¢é possivel declarar que o modelo SEIDR ¢ 152.35
vezes melhor suportado pelos dados do que o segundo melhor
modelo SAIDR. Além do mais, o célculo de W, permite afirmar
que a probabilidade de SEIDR ser suportado pelos dados ¢
P(SEIDR|dados) = 0.9935, enquanto que P(SAIDR|dados) =
0.0065.

Por fim, se a evidéncia para cada modelo, aplicado ao
conjunto de dados analisados, pode ser quantificada usando
AIC,, A, e W,, entdo, pelo critério de selecio de modelos
baseado no ajuste, temos evidéncias fortes que o modelo
SEIDR ¢é o mais adequado, dentre os modelos analisados.

E importante fazer uma ressalva pois, o critério de selegio
discutido, pode sugerir que o modelo SEIDR se ajusta melhor
aos dados, o que ¢ incorreto conforme sinalizado em [4].
Modelos com mais parametros tendem a se ajustar melhor aos
dados e o conceito de parcimdnia entra aqui. Além do que, para
o contexto de modelos compartimentais epidemioldgicos, e
com o intuito de evitar que esta falha ocorra, € necessario
analisar as premissas subjacentes do modelo e as fontes de
incertezas. Logo, dado que os modelos SEIDR, SAIDR e
SEAIDR abarcam os 3 conjuntos de dados analisados, o
conceito de parcimdnia se fez presente, indicando como
melhor, dentre estes, 0 modelo com menor complexidade.

B.  Andlise da Qualidade de Previsées Passadas

O procedimento utilizado para a andlise preliminar
possibilitou compreender a importancia de ser criterioso ao
selecionar o melhor modelo. Como a quantificagio das
evidéncias apresentadas fornece um arcabougo melhor para tais
analises, podemos, entdo, reaplicar este procedimento em
periodos passados, e assim, avaliar a progressio da dinAmica de
transmissdo ao longo do tempo.

Foi apresentado anteriormente que modelos aplicados numa
quantidade maior de dados representativos dos estados
epidemioldgicos, geram evidéncias mais fortes, além do que,
corrobora com as estratégias para diminuir o problema de nao
indentificabilidade pratica dos parametros, ou seja, diminuir as
fontes de incertezas dos parametros.
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A partir deste ponto, pode-se aplicar a proposta deste
trabalho ao incluir a qualidade das projecdes passadas
executando os 6 passos apresentados na subsegdo IV.B, sendo
o valor de t~ =22 e k = 43. No entanto, sera omitido as
matrizes RMSE ., AICy srs Dy © Wieser-

Para a matriz RMSE,,,., observa-se na Fig. 3, que o modelo
SEIDR esta predominantemente abaixo de um RMSE < 350
(ver linha pontilhada vermelha), enquanto que para os demais
modelos, curva tem seu valor RMSE > 500 em algum
momento. Estes valores de RMSE indicam um efeito de
deterioragdo das projegdes, ou seja, estes modelos realizaram
projetagdes muito acima ou abaixo dos valores posteriormente
observados, principalmente no intervalo entre 5 < k < 15, em
que ocorre um pico na maioria dos modelos.

Devido ao grande nimero de periodos, um grafico box-plot
¢ mais bem aproveitado para realizar uma analise destas
matrizes, conforme podemos observar na Fig. 4. E notério a
predominéncia do modelo SEIDR que se mantém mais estavel
ao longo dos k periodos analisados. O box-plot para a matriz
AlICyy, indica que o modelo perde, levemente, menos
informagdes em média que os demais modelos. O box-plot para
amatriz Ay, indica que o modelo SEIDR foi classificado mais
vezes como melhor op¢do, neste caso mais proximo do valor
zero. A Matriz W, que indica a probabilidade do modelo ser
suportado, claramente indica o modelo SEIDR como o mais
provavel dentre os modelos.
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Por fim, ainda se faz necessario avaliar o comportamento dos
parametros ao longo dos k periodos. Estamos interessados
especificamente nos pardmetros f,a,y e §, pois estes estdo
relacionados diretamente aos dados analisados, sendo os
demais parametros provenientes de valores predeterminados.

Para analise dos parametros 3, &, y, mais uma vez recorre-se
ao grafico de box-plot, conforme Fig. 6, ao qual destaca-se
inicialmente que os parametros f e Y tem suas estimativas
alteradas nos modelos que possuem a presenga do
compartimento (E) e, para o parAmetro &, utiliza-se o grafico
de pontos que, conforme a Fig. 5, indica uma estabilidade entre
os modelos e seu valor decresce ao longo do periodo.

E razoavel acreditar que o pardmetro y esteja incorporando
parte do pardmetro k. Tal fato pode ser confirmado ao calcular
o tempo médio de transmissdo T; = 1/y, logo, para o modelo
SEIR tem-se T, = 4.3 e para SEIDR e SEAIDR T, = 2.65,
enquanto que, para os modelos com a auséncia do
compartimento (E), tem-se valores compativeis com a
literatura com um T, em torno de 12 a 16 dias.

Para o parimetro f5, este aumento de valor ao adicionar o
compartimento (E), representa uma dindmica de crescimento
inicial mais acelerado para estes modelos, o que, além de gerar
perda de informagdo devido a falta de informagdo do estado
epidemioldgico, caracteriza falta de identificabilidade pratica
para este parametro.

Para o pardmetro « interessa-se em capturar assinatura de
mistura ndo homogénea da populagdo, ao qual foi identificada
apenas pelos modelos SIR,SAIR. Tais modelos possuem em
comum a auséncia dos compartimentos (E) e (D), que sdo
compartimentos que melhoraram em geral as evidéncias
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analisadas. Ainda assim, esta alteracdo dos pardmetros indica
ndo identificabilidade pratica.

VI. CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, foi proposto um critério de selecdo de
modelos que, além da qualidade de ajuste, adicionou-se
mecanismos que capturam informac¢des sobre as previsdes
passadas. Sob o pressuposto de que o aumento na complexidade
de um modelo pode gerar melhor suporte dos dados analisados
e, em contrapartida, pode incorrer na falta de identificabilidade
pratica dos parametros, resultante da falta de dados disponiveis
para analise, o critério apresentado mostrou-se valido em
avaliar conjuntamente este trade off. Desta forma, ao construir
matrizes de evidéncias quantificadas, tornou-se capaz de
fornecer subsidios para selecionar o melhor modelo. Tal selegao
¢ critica, pois o melhor modelo fornece informagdes melhores
e, assim, caracterizam melhor a evolucdo da dindmica de
transmissdo da epidemia ao longo do tempo.

A utilizagdo de um modelo global, dado pelo modelo
SAEIDR, a principio pode parecer desvantajoso,
principalmente devido a falta de precisio dos pardmetros
estimados, uma vez que estes sdo estimados separadamente ¢ a
informagao restante é reduzida. No entanto, ao avaliar modelos
aninhados restritivamente por seus pardmetros, esta abordagem
torna-se util e¢ facilita a compreensdo das informagdes nos
dados.

Além disso, os mecanismos adicionados, tais como o
RMSE,,,; e reaplicagio aos k periodos, tratam-se de
estratégias que visam a corrigir os problemas advindos da ndo
identificabilidade pratica dos parametros. No entanto, mesmo
com este cuidado, os pardmetros f,a,y apresentaram este
fendmeno, principalmente devido a presenga do compartimento
(E) e da respectiva falta dos seus dados para validacdo. Essa
analise ¢ crucial, pois demonstra haver uma incerteza
consideravel na sele¢do do melhor modelo baseado nos dados,
isto €, se este conjunto de dados fosse reamostrado por
bootstrap, por exemplo, pode ocorrer de outro modelo ser
estimado como o melhor. Apesar dos autores em [16]
mencionarem que essa conclusdo refere-se as probabilidades do
modelo, dada pela matriz W,,, que sejam menores, por
exemplo, abaixo de 50%, no contexto deste trabalho essa
analise torna-se relevante. Uma alternativa para contornar este
problema pode ser visto em [3], pelo qual é descrito uma
abordagem paramétrica de bootstrap para quantificar a
incerteza dos pardmetros e construir intervalos de confianca.
Essa analise encontra-se fora de escopo deste trabalho, ficando
como proposta futura.

Por fim, esfor¢os na melhoria da modelagem da transmissao
de doengas sdo uteis para o entendimento da evolugdo da
dindmica de transmissdo de uma epidemia, principalmente no
atual contexto da Covid-19, preocupada em realizar previsdes
mais acertadas. Tal preocupagdo, remete a premissa de que o
sistema de saude poderia colapsar nos municipios e, com isso,
acarretar no aumento do numero oObitos devido a falta de
assisténcia hospitalar.
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