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Nonlinear Control System with Reinforcement
Learning and Neural Networks Based Lyapunov
Functions

R. Rego and F. Aratjo

Abstract—This paper deals with the problem of finding the
control Lyapunov function (CLF) that keeps the system sta-
ble. Two feedforward artificial neural networks are proposed
as a function approximator to generate a control Lyapunov
function for a nonlinear dynamical system without any local
approximation of their dynamics. Finding a CLF is not an
easy task. Then, to determine the control Lyapunov function,
this paper proposes the use of reinforcement learning with two
artificial neural networks based on the Lyapunov stability theory.
The proposed control is applied in two nonlinear dynamical
systems. To analyze the stability of the systems, the region of
attraction (ROA) of an asymptotically stable equilibrium point
was used. The simulations show the good performance of the
proposed technique and confirmed that reinforcement learning
and neural networks are an excellent mathematical tool to deal
with control design problems and may lead to better solutions
to nonlinear problems in the design of stable controls without
linear approximations.

Index Terms—control Lyapunov function, neural network,
reinforcement learing, intelligent control.

I. INTRODUCAO

A s redes neurais (Neural Network - NN) sdo comumente
conhecidas como aproximadores universais, € podem ser
efetivamente aplicadas para lidar com a modelagem de incerte-
zas para fins de controle robusto e aplica¢des de identificagdo e
controle de sistemas [1]. A modelagem de uma rede neural foi
proposta pela primeira vez por McCulloch e Pitts em meados
da década de 1940 [2]. J4 os primeiros modelos dindmicos
de redes neurais foram desenvolvidos no inicio dos anos 80
baseados no trabalho de David Rumelhart [3]. Uma importante
rede dindmica é a rede de Hopfield proposta por [4]. Além
disso, as redes estiticas ou dindmicas provaram sua utilidade
na drea de controle nas duas modelagens [5], [6], [7].

As NNs sao excelentes ferramentas matemadticas para lidar
com problemas lineares e ndo lineares, além disso, elas podem
ser efetivamente aplicadas no controle de sistemas nao lineares
[7], [8]. Realizar o controle de um sistema ndo linear nédo
€ uma tarefa facil, diversas técnicas ja foram propostas,
tais como, a realizagdo de uma linearizacio do problema,
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aproximacdes polinomiais, reguladores quadraticos lineares e
controladores preditivos [7], [6], [9].

No desenvolvimento do projeto de controle de um sistema
dindmico € necessdrio obter um ganho que garanta a estabili-
dade do sistema. A estabilidade de um sistema dindmico ndo
linear é uma questdo matemadtica dificil de lidar. Geralmente
quando deseja-se analisar a estabilidade deste sistema faz-se
o uso do teorema de estabilidade de Lyapunov [10], [11]. O
método de Lyapunov é amplamente utilizado para a andlise
de estabilidade de sistemas lineares € ndo lineares, invariantes
e variantes no tempo [5], [12], [13], [14], [10]. Este método
pode ser integrado na aprendizagem por refor¢o e rede neural
para obtencao de um controlador estdvel para um dado sistema
ndo linear.

Ao longo dos anos, a aprendizagem por reforco (Reinfor-
cement Learning - RL) tem sido aplicada nos campos de
inteligéncia artificial e aprendizado de maquina para resolver
problemas 6timos de tomada de decisdo e realizagdo de
controle inteligente de sistemas [15], [16], [17], [18], [19].
A abordagem do aprendizado por refor¢co baseada em redes
neurais vem sendo utilizada para obtencdo de controle 6timo
[19]. As redes neurais e deep learning podem encontrar
controladores comprovadamente estdveis de maneira direta e
combater a ndo linearidade presente nos sistemas [20], [21],
[22]. Dessa maneira € possivel perceber que os trabalhos que
utilizam NNs para controlar os sistemas de forma inteligente
aumentaram nos ultimos anos [23], [24], [25], [26].

Além disso, as redes neurais com fungdes de Lyapunov vém
sendo utilizadas para controle de sistemas ndo lineares sem
nenhuma aproximagao local de sua dinamica [27], [20], [28],
[29], [30], [31], [32]. No artigo [28] os autores estudaram o
problema da anélise de estabilidade assintética para redes neu-
rais com atrasos distribuidos baseado na func¢do de Lyapunov-
Krasovskii. J4 em [29] foi proposto um novo tipo de rede com
multiplas fun¢des de Lyapunov.

No artigo [30] os autores desenvolveram uma estratégia de
design de controlador baseada em rede neural com funcdo
de base radial adaptativa que utiliza funcgdes integrais de
Lyapunov para uma classe de sistemas ndo lineares sujeitos
a perturbagdes. Ja [31] considerou o problema de controle
adaptativo com rede neural para sistema nao linear incerto
comutado e as fun¢des multiplas de Lyapunov sdo utilizadas
para desenvolver um procedimento de projeto recursivo do
tipo backstepping. Os trabalhos [33] e [34] mostraram que oS
algoritmos baseados na teoria da funcao Lyapunov sdo eficazes
na reducdo do tempo computacional e da carga computacional.
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No artigo [20] foi proposto um método para obtencdo da lei
de controle baseada na aprendizagem de fun¢des de Lyapunov
com rede neural, com garantia comprovada de estabilidade.
Em [35] os autores apresentaram uma técnica para aprender
o controle com fungdes de Lyapunov, que sdo usadas por vez
para sintetizar controladores em sistemas dinamicos lineares e
que podem estabilizar o sistema.

Dessa forma, neste trabalho € proposto:

(1) um algoritmo com aprendizado por refor¢o e duas redes
neurais para gerar a fun¢do de controle de Lyapunov.

(2) uma analise da estabilidade do sistema por meio da regido
de atragdo, assim como descrito em [36], [20], [37].

A abordagem com RL ¢ utilizada para aprender um sinal
de controle inicial para o sistema; a rede com o método de
Lyapunov é utilizada para gerar a fun¢do de Lyapunov, com
um limite garantido na funcdo de custo. A técnica descrita é
baseada nos trabalhos [35], [20], [19], [32], entretanto o al-
goritmo proposto apresenta resultados mais eficientes quando
comparado com [19] em termos de garantia de estabilidade do
sistema.

O trabalho foi dividido da seguinte forma: Na secdo 2 a
formulag@o do problema a ser resolvido é apresentada e alguns
conceitos de estabilidade de Lyapunov sdo relembrados. Na
secdo 3 a estratégia de controle é apresentada, bem como
o algoritmo proposto. Na secdo 4, os exemplos numéricos
sao apresentados. E finalmente, as considera¢des finais sdo
comentadas na se¢do 5.

II. FORMULACAO DO PROBLEMA

Nogdes preliminares, incluindo a teoria de estabilizagdo para
sistemas dindmicos ndo lineares serao recordadas. Primeiro, €
definido o modelo do sistema estudado ao longo deste artigo.

Definicdo 1: (Sistema controlado) Um sistema dinadmico n-
dimensional controlado, é descrito por

‘r(t) :f(a:,u), 33(0) = Zo (1)

em que f : D — R™ é um campo vetorial continuo de
Lipschitz, e D C R™ € um conjunto aberto com 0 € D que
define o espaco de estado do sistema, isto é, cada z(t) € D é
um vetor de estado. E o ganho € definido como uma funcio
continua u : R™ — R™.

Considerando o sistema (1), com u(t) € 4 C R™. Em que,
u € a entrada do sistema que pode ser manipulada para obter
a resposta desejada minimizando a funcdo,

J= / T V(). )
0

V(z) = min{J|E = f(z,u),z(0) = z,u(t) e U} (3)

Pode-se resolver esse problema via programacdo dinamica, e
entdo obter a lei de controle,

u*(t) = argmin'V(z, w), “4)
w e U

mas, pode ser muito dificil de encontrar V' e, portanto, u*. Os
projetos de controles néo lineares podem ser realizdveis por
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meio das fun¢des de Lyapunov [10]. Logo, suponha que existe
uma funcdo V : R — R, tal que

V(z) > 0Vz 5)
Vz, mezZV(z,w) < —V(z) (6)
Entdo o controle em malha fechada pode ser dado por,
u(t) = g(z(1)), (7
com, )
g9(z) = argmin'V(z,w), (8)
w € i

resultando em J < V(x(0)), neste caso, V' é chamada de
fungdo de controle de Lyapunov para o problema.

Encontrar a fun¢do V nao é uma tarefa facil, dessa forma,
as redes neurais podem ser utilizadas para achar a fungdo de
Lyapunov que garanta a estabilidade de um dado sistema como
ja descrito em [20], [21], [22], [35], [37].

Antes de descrever a implementagdo das redes neurais, €
necessdrio recordar algumas definicdes do conceito de esta-
bilidade de sistemas, como descrito nas Definicdes 2, 3, 4 e
6.

Definicdo 2: (Estabilidade) Assumindo que o sistema (1)
admite a origem como o ponto de equilibrio. Esse ponto de
equilibrio € estdvel desde que cada constante € > 0, existe
uma constante d(e) > 0, tal que para cada estado inicial zg €
XN{zx e R:z < d(e)}, e cada instante inicial de tempo
to > 0, uma soluc@o tnica x(t, to, xg) satisfaz |z(t, to, zg)| <
eVt > ty. Caso contrario, chamamos o equilibrio instavel [10].

Definicdo 3: (Estabilidade Assintdtica) [10] O sistema (1)
¢ assintoticamente estdvel na origem, se for estdvel e também

limi—ool|z(t)[| = OV [lz(0)[] < 4. ©)

Definicdo 4: (Fungdes de Lyapunov para estabilidade as-
sinttica) Considerando o sistema (1) com o ponto de
equilibrio na origem, isto é, f(0) = 0. Suponha que exista
uma fun¢do continuamente diferencidavel V' : D — R que
satisfaz a condicao,

V(0)=0, e, Vo €D {0}, V() >0e v V(x)<0. (10)

Emque 7y => 1", % [f]i(x) é a derivada de Lie, que mede

a taxa de variagdo de V. Portanto, o sistema € assintoticamente
estavel na origem e V' € chamado de fungao de Lyapunov [38].

A andlise da estabilidade assintética ndo é suficiente para
garantir a seguranca em sistemas, dessa forma, a andlise da
regido de atracdo (Region of Attraction - ROA) de um ponto
de equilibrio assintoticamente estdvel é de suma importancia
[37].

Definicdo 5: (Regido de atracdo) Se z = 0 é um ponto de
equilibrio assintoticamente estavel para o sistema (1), entdo a
regido de atragdo é definida por, Rs = {z € R"|V(z) < §}
[37].

Uma regido de atracdo define um conjunto invaridvel que é
garantido para conter todas as trajetérias possiveis do sistema,
e dessa forma garantir a estabilidade. O ponto de equilibrio
de uma ROA € um conjunto de todos os pontos, de forma que
qualquer trajetéria iniciada no estado inicial seja atraida para
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o ponto de equilibrio. No entanto, encontrar a ROA exata ana-
liticamente pode ser dificil ou até impossivel. Geralmente, as
funcdes de Lyapunov sdo usadas para encontrar subestimativas
da regido de atragdo [37].

Definicdo 6: (Estabilidade global assintética) O sistema (1)
é globalmente assintoticamente estdvel se existe a fungdo de
Lyapunov V (z) definida sobre R x R™ com valores em R,

tal que para todo x € R™ e todo t positivo
ar(flz]) < V(z) < az((l]]), (11

(12)

V(z) < —as(|z]),

em que oy, ao e ag sdo fungdes definidas sobre R, com va-
lores em R, continuas, estritamente crescentes, ndo limitadas
e nulas na origem [39].

Encontrar a fung@o de Lyapunov V' que garanta a existéncia
de uma lei de controle pode estabilizar todas as trajetérias
para o equilibrio [40], [35]. Portanto, as defini¢des 2, 3, 4, 5
e 6 precisam ser incorporadas na func¢do custo da rede neural,
como ja foi discutido em [20].

III. TECNICA DE CONTROLE

Nessa secao € descrito como uma rede neural pode aprender
a funcdo V e um sinal de controle U/, de forma que as
condigdes de Lyapunov possam ser rigorosamente verificadas
para garantir a estabilidade do sistema.

A. Aprendizagem por Reforco

Considerando o projeto de um controlador que tenta con-
trolar os estados X = [x1, @2, - -- :Em]T € R™ de uma
planta executando agdes U = [uy, ug, --- ux]T € RF que
dependem do estado. Quando o controlador executa uma acio
U na planta nos estados X, recebe uma recompensa R(X,U)
que depende em geral tanto da acdo de controle e do estado.
Como resultado da acdo realizada pelo controlador o sistema
controlado transita para o préximo estado. A politica 7*(X’) ou
sequéncia de acado ideal é aquela que maximiza a recompensa
esperada com desconto acumulado dada por,

WT(X) = E[R(X) + - + 7" R(X,)], (13)

comn=1,---, N,em que N é a quantidade de amostras.

A recompensa com desconto acumulada a partir do estado
Xp é dada por W™ (X), uma vez que depende desse estado
inicial e também na sequéncia de a¢des executadas em cada es-
tado. v € uma constante que garante convergéncia da sequéncia
infinita [19].

Assim, a implementacdo do aprendizado por refor¢o comeca
com a defini¢do do processo de decisdo de Markov (Markov
Decision Process - MDP). O processo de decisdo de Markov
para o sistema é definido pela 5-tupla (X,U,P,~,R), onde
X € o vetor de estados do sistema, U/ € o conjunto de todos as
acdes de controle possiveis, P € a probabilidade de transi¢do
dos estados.

A funcdo de compensagdo de acordo com [19], pode ser
definida como,

R(X) = —Bl|&. — X||. (14)
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O objetivo do RL € escolher acdes ao longo do tempo para
maximizar o valor de W™ (X). Esta fungdo define o valor
esperado da soma das recompensas com o desconto que o
controlador receberd ao executar uma politica fixa, comecando
do estado Xj até atingir o valor desejado, isto €, a referéncia
definida.

A fung@o de valor 6timo descrita a seguir, é o valor
alcancado quando a politica ideal/6tima € seguida pelo con-
trolador,

W*(X) = maxz W™(X) = R(X) + max YW (X').
T Uueiu

15)
A politica que otimiza a func¢do (15) em qualquer estado é
conhecida como a politica 6tima, definida por,

(X)) = argmaz W*(X').
Uedl

(16)

O aprendizado por refor¢o descrito aqui € baseado em [19],
em que os autores utilizam RL com uma rede de funcdo de
base radial (Radial Basis Function - RBF) para o controle
de nivel de um sistema de tanques. Porém, neste trabalho,
o aprendizado por refor¢co é proposto junto com uma rede
feedforward multicamadas com funcdo de ativacdo tanh, em
que esta € utilizada para aprender diretamente a fungdo (15),
e o sinal de controle inicial para o sistema ndo linear. Além
disso, uma outra rede neural feedforward é utilizada para
geracdo da fungdo de Lyapunov para o sistema, como ¢é
descrito na sec¢do seguinte.

B. Geragdo de Fungées de Lyapunov por Redes Neurais

Para a geracdo das fungdes de Lyapunov, € proposto uma
rede neural perceptron multicamadas (Multi Layer Perceptron
- MLP) feedforward com uma camada oculta, como mostra a
Figura 1.

Camada Camada Camada
de oculta de
entradas saida

O DD
ﬁ %:@%g

Fig. 1. Representacdo da rede MLP feedforward.

A fungdo a ser encontrada é baseada na parametrizacgdo.
Mais especificamente, uma classe de fungdo V.(X) é pa-
rametrizada por um conjunto de parimetros desconhecidos
c. Essa parametrizacdo é geralmente especificada como uma
combinagdo linear de func¢des badsicas da forma,

Ve(X) = Z cigi(X).

As fungdes g; geralmente abrangem todos os monOmios
possiveis até um limite de grau pré-especificado.

a7
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Para encontrar V., uma rede neural serd utilizada, em que
a entrada serd qualquer vetor de estado do sistema (1). De
acordo com a Figura 2, considerando a rede com k& camadas
a funcdo de Lyapunov pode ser descrita por,

Ve or1(X) = o(Wi31 Ve o(X) + Brt1),

em que z = Vi (X) = (WX + By), Wi, é o vetor de
pesos correspondente a camada k e By, o vetor de bias. ¢(.)
¢ a fungdo de ativacio.

(18)

X

\A
w—W,x+ B, |—pw+ BJ|—Z'| w28, | Ve |
B/'

Fig. 2. Abstra¢do de uma rede neural com uma camada oculta para geracdo
da func@o de Lyapunov.

c serd utilizado para denotar o vetor de pardmetro da
funcdo de Lypaunov V. candidata. E U/ denota a funcdo de
controle do sistema. O processo de aprendizado atualiza os
parametros ¢ e U para melhorar a probabilidade de satisfazer
as condi¢des de Lyapunov, que serd formulada como uma
funcdo custo chamado risco de Lyapunov. Conceitualmente, o
problema geral do projeto de controle baseado nas definicdes
de Lyapunov consiste em minimizar a fun¢io custo [20],

inf sup (max(0, —Ve(X)) + maz(0,7 V(X)) + Vf(O)) .
c,UXeD (19)

Considere uma fun¢do Lyapunov candidata V. para um
sistema dindmico controlado (1). A funcdo risco Lyapunov
¢ definida por,

L,(c,U) = Egpipy(maz(0, —=Ve(X))

+maz(0, v ;Va(X)) + V2(0), 20)

em que X € uma varidvel aleatdéria no espaco de estados do
sistema com uma distribui¢do p [20].

Observe que V. e f sdo altamente ndo-lineares, portanto,
L(c,U) serd complexa. Mas, as redes feedforward multica-
madas e o algoritmo gradiente descendente estocastico podem
produzir rapidamente as fun¢des Lyapunov generalizdveis com
boas propriedades geométricas como mostrado em [20], [12].

Para cada controle ¢/ e fung¢do de Lyapunov V. obtida,
implementou-se um verificador para encontrar estados que
violem as condigdes de estabilidade de Lyapunov. A restricdo
do verificador € a seguinte férmula 16gica [20],

Te(x) = (1213 2 ) A (V(¥) <0\ v,V (x) 2 0)
21

em que X ¢ delimitado no espago de estado D do sistema.
O parametro de erro numérico € é explicitamente introduzido
para controlar a sensibilidade numérica préxima a origem.
Todas as trajetérias devem convergir assintoticamente para a
origem.

A Figura 3 mostra a visdo geral da rede e do verificador
implementados para gerar a fun¢do de Lyapunov que estabiliza
o sistema.
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V(X)?
Rede Verificador
'\____,,/
Sim ou,
Nio X

n+1

Fig. 3. Visdo geral da rede e do verificador utilizado para aprender a funcdo
de Lyapunov.

O verificador resolve um problema de viabilidade de
restricdes nao lineares, onde tenta encontrar um estado que
viola o critério de estabilidade de Lyapunov, dada a atual
funcdo de controle de Lyapunov. Se ndo for encontrado
nenhum estado que viole as condigdes de estabilidade de
Lyapunov, é garantido que a funcdo encontrada estabiliza o
sistema.

C. Algoritmo

A estrutura geral de aprendizado € iterativa, eliminando um
conjunto de candidatos em cada itera¢do. O algoritmo proposto
¢ mostrado na Tabela L.

TABELA 1
ALGORITMO PROPOSTO COM APRENDIZADO POR REFORCO E REDES
NEURAIS PARA GERAR A FUNQAO DE LYAPUNOV.

Algoritmo RL com NN-Lyapunov
Entradas: sistema, v, «, 8, N, tmaxz
X, U = random()
X, := referéncia
para i:=1 até iy, q faca
para j:=1 até N faca
W(X) + R(X) + maz yW™(X')
Ued

fimpara
fimpara
para i:=1 até N faga
T*(X) + argmazx W*(X')
Ued
fimpara
7*(X) < RedeNeural(X, Xy, 7*)
//Use 7*(X’) para inciar o treinamento da NN-Lyapunov
enquanto count < %maq faga
enquanto V; ndo vélida faca
Ve,U < RedeNeural(X,n* (X)) //Calcula V. e U
V §Ve(X) < calculaLieDerivada()
Lp(c,U) < Exnp(p) (maz(0, =Ve (X))
+maz (0, £Ve(X)) + V2(0))
¢4+ c+avye L(e,U) //Atualiza ¢
U— U+ ayy L(e,U) llAtualiza U
X < sistema(U, V) //Atualiza X
para i:= 1 até n faca
Te+ Ye+ X2
fimpara
se Ye > eE (Ve <00U w5 Ve >0)
Escreva(Fungdo V. vilida) //A funcdo satisfaz a teoria
Pare //Fim da busca
fimse
count:= count +1
fimenquanto
fimenquanto

A Figura 4 mostra a estrutura das redes neurais implemen-
tadas. Em que o algoritmo faz o uso de duas redes neurais
feedforward. Para ambas redes, fez-se o uso das fungdes de
ativacdo tanh.
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Fig. 4. Estrutura de redes proposta.

IV. SIMULACAO NUMERICA

Para testar o algoritmo foi utilizado o modelo de duas
plantas ndo lineares: o péndulo invertido e o sistema barra
bola. A simulacdo numérica foi realizada em python no
ambiente JupyterLab. A técnica proposta neste trabalho (RL-
NN) é comparada apenas com a técnica de aprendizado por
refor¢co (RL) proposta em [19]. Para ambos os sistemas na
implementagdo da rede 1, fez-se o uso de 10 neurdnios na
camada oculta, em que as entradas sdo os estados do sistema
e a saida é o controle 6timo inicial. J4 na implementacdo da
rede 2, fez-se o uso de 6 neur6nios na camada oculta, em
que as entradas desta rede sdo o sinal de controle obtido na
rede 1 e os estados do sistema, e a saida serd a funcdo de
Lyapunov. Atribuiu-se uma taxa de aprendizado de 0.01 para
ambas redes.

a) Péndulo Invertido: E um problema de manter o
péndulo invertido na posi¢do vertical. A dindmica deste sis-
tema é dada por,

mglsen(©) +u—ecO
ml? '

6= (22)
Em que O representa a posi¢do angular do péndulo invertido
e® representa a velocidade angular. O sinal de controle é de-
notado por u. Para simulagdo foi considerado g = 9.81m/s?,
m=15x10"%kg, e = 0.1 el = 0.5m. Xy = [0pOy]" =
[0.50.5]7. Os pardmetros das redes foram: v = 0.99, 8 = 0.1,
Tmaz = 1000.
O ganho obtido via RL-NN e RL foi respectivamente,

Krr_nn = [-12.8405 —7.9785]%, (23)

Krrp =[-6 —6.43]T. (24)

Na Figura 5 (a) tem-se a funcdo de Lyapunov obtida com
a aplicacdo do algoritmo RL-NN. Na Figura 5 (b) tem-se a
regido de atrag@o, que é definida por Rs = {V.(X) < ¢} C D.
A elipse vermelha € a regido vélida definida, isto é, ||X|| < 6.
A regido preta tracejada € a regido de atragdo obtida com a
funcdo de Lypaunov gerada pela rede neural. Dessa forma,
por meio da regido de atragcdo é possivel verificar que a
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estabilidade do sistema serd garantida com a lei de controle
encontrada.

Regiao Vvalida

Velocidade angular

Angulo (rad)
(b) Regido de atragdo

Fig. 5. Péndulo invertido: (a) funcio V. obtida via algoritmo 1; (b) regido
de atrag@o obtida com a funcdo V.

Na Figura 6 sdo mostrados os estados do sistema com o
controle em malha fechada. E possivel observar que o controle
proposto RL-NN apresenta uma resposta mais rapida, quando
comparado com o controle apenas com RL.

— O(RL)
0.4 —_— é)(RL)
—.. ©(RL-NN)
0.2 O(RL-NN)
1%]
,g 0.01 e e
©
2
w
-0.2
—0.4
-0.6
o 1 2 3 4 5 6 7 8

Tempo (s)

Fig. 6. Estados com a técnica RL, e com a técnica RL-NN proposta.

Ja na Figura 7 tem-se os sinais de controle obtidos via
aplicacio de ambas as técnicas. E possivel observar que a
simula¢do com o algoritmo proposto obteve melhores resulta-
dos, além de garantir a estabilidade do sistema.
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Fig. 7. Sinal de controle obtido com a técnica RL, e com a técnica RL-NN
proposta.

b) Barra bola: A dinamica do sistema barra bola (ball-
beam), considerando apenas a equa¢do ndo linear do movi-
mento da bola e da barra, ¢ dada por,

_ my g sen(o) rir

L(mb 7’% + Jb) ' (25)

Em que, x = z; representa a posi¢do da bola na barra, e © =
T9 representa a velocidade, o sinal de controle ¢ é o angulo
do motor. L é o comprimento da barra, m é a massa da bola,
rp € o raio da bola, g é a gravidade e J o momento de inércia
de uma esfera sélida. Para simulagdo considerou-se os valores
L=1m,r =0.0lm, r = 5% 107%m, m = 1.5 x 10_4kg,
g=9.8lm/s?, J, = 277;” . Na simulaggo foi setado a posi¢do
desejada da bola como z,, = 0.50m. Os parametros das redes
foram: v = 0.99, 5 = 0.1, 9y,4. = 4000.
O ganho obtido via RL-NN e RL foi respectivamente,

Krr_nn = [1.2473 4.3248]7, (26)

Krr = [0.9824 1]7. 27)

A Figura 8 (a) mostra a fun¢cdo de Lyapunov obtida via
aplicacdo do algoritmo 1 proposto. Na Figura 8 (b) tem-se
a regido de atracdo do sistema barra bola, observar-se que
a regido de atrag@o obtida com a fun¢do de Lyapunov gerada
pela rede esta dentro da regido valida delimitada, dessa forma,
a estabilidade do sistema é garantida.

Na Figura 9 (a) tem-se a saida do sistema barra bola com
as técnicas aplicadas. Ja na Figura 9 (b) tem-se os sinais de
controle. Com ambas as técnicas o sistema seguiu a referéncia
definida, entretanto, € possivel verificar que a técnica RL
apresentou uma resposta mais rdpida. Na Figura 9 (c) tem-
se a velocidade (estado z2) do sistema. Observando a Figura
9 (a,b,c), percebe-se que o controle obtido via técnica RL-
NN fornece uma resposta mais lenta, consequentemente mais
suave. Em contraste, a técnica RL fornece uma resposta mais
rédpida para este sistema, entretanto o controle 6timo obtido
via RL ndo garante a estabilidade do sistema em todas as
trajetdrias possiveis.

Além disso, o artigo fez o uso das duas plantas de dindmicas
distintas (péndulo invertido e barra bola) justamente para mos-
trar que para diferentes dinamicas as redes neurais conseguem
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Regiao Vvalida

Velocidade angular

Angulo (rad)

(b) Regido de atragdo

Fig. 8. Sistema Barra bola: (a) fungdo V. obtida via algoritmo 1; (b) regido
de atrag@o obtida com a fungdo V.

obter uma funcdo de controle de Lyapunov que garante a
estabilidade do sistema.

As estatisticas de execug¢do do algoritmo proposto, para
ambas as plantas ndo lineares, sdo mostradas na Tabela II,
em que tem-se a quantidade de iteragdes realizadas até a rede
encontrar o sinal de controle e a funcdo de Lyapunov que
estabiliza o sistema. O tempo de execug@o gasto e a quantidade
de amostras utilizadas para ambos os sistemas. Para medir o
tempo, fez-se o uso da fungdo default_timer() pertencente
a biblioteca timeit.

TABELA II
ESTAT{STICAS DE TEMPO DE EXECUGCAO DO ALGORITMO 1

Sistema Iteracdes Tempo Nimero de amostras
Péndulo invertido 760 61.5736s 500
Barra bola 680 312.5518s 500

V. CONCLUSAO

Foi demonstrado que o algoritmo proposto encontra uma
funcdo numérica de Lyapunov e uma estimativa da regido
de atracdo de um dado sistema, garantindo a estabilidade do
mesmo. Para demonstra¢do fez-se o uso de dois sistemas nio
lineares. Por meio da regido de atracdo foi possivel verificar
que as condi¢des de Lyapunov sdo garantidas em todos os
conjuntos de estados dentro do circulo vermelho nos gréficos.
Diferente dos trabalhos [20], [19], o algoritmo proposto faz o
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Fig. 9. Sistema Barra bola

uso aprendizado por reforco para encontrar uma politica 6tima
de controle e posteriormente a fun¢do de Lyapunov para um
dado sistema.

O algoritmo proposto € interrompido assim que a funcdo de
Lyapunov é descoberta. No entanto, nenhuma reivindicagdo é
feita quanto a otimizacdo da fun¢do. Uma extensao importante
deste trabalho seria encontrar uma fun¢do de Lyapunov para
qual os controladores resultantes otimizem algumas métricas
de desempenho do sistema, tais como resposta ndo saturada
e rapida. O desafio € especificar essas performances como
fungdes dos coeficientes da fungido de Lyapunov. Ainda, como
trabalhos futuros, os autores pretendem fazer o uso do algo-
ritmo Q-Learning e realizar o estudo dos aspectos de robustez
da técnica, além de comparar com outras técnicas existentes.

Porém, através das simulagdes € possivel prever que as redes
neurais e deep learning poderao levar a melhores solucdes para
os problemas ndo lineares no projeto de controles estdveis sem
aproximacdes lineares.
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