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A Computational Analysis of Decomposition
Strategies for Model Predictive Control of
Resource-Constrained Dynamic Systems

Pedro Henrique V. B. da Silva, Laio O. Seman, Eduardo Camponogara

Abstract—This paper presents two decomposition approaches,
Bilevel Optimization and Benders Decomposition, to a model
predictive control of resource-constrained dynamic systems. The
proposed methods yield a distributed solution that converges
to the same optimum that would be obtained by a centralized
controller. In this context, it is shown that the decompositions
enable the use of multi-core or distributed architectures. A level
regularization method is applied to accelerate the convergence
of the Benders decomposition. Computational analyses from
experiments with synthetic problems and a problem regarding
the charging of vehicle batteries are reported and discussed,
which showed that the decomposition approaches are effective
at solving the distributed problems, achieving a global optimum.

Index Terms—Bilevel Decomposition, Benders Decomposition,
Model Predictive Control, Level Regularization, Resource Cons-
traints, Electric Vehicle Battery Recharge.

I. INTRODUCAO

iversos sistemas encontrados na inddstria e na sociedade
D emergem da interconexdo de subsistemas dindmicos que
compartilham recursos limitados [1], [2]. Tais sistemas podem
apresentar um alto grau de acoplamento entre as unidades
interconectadas. Exemplos de sistemas incluem estacdes de
carregamento de baterias de veiculos elétricos, o gerencia-
mento de energia de edificios e a distribuicdo de fluido de
resfriamento em edificios, entre outros.

Existem duas classes de estratégias de Model Predictive
Control (MPC) que podem ser empregadas para controlar
sistemas, o controle centralizado [3] e o controle descentra-
lizado [4]. Embora o controle descentralizado seja rdpido e
escaldvel, a falta de coordenag@o entre as unidades distribuidas
pode levar a um desempenho insatisfatério ou inviabilizar a
operacdo. Por outro lado, o controle centralizado € capaz de
otimizar o desempenho, porém oferece menos flexibilidade
de reconfiguracdo e expansdo, podendo ainda ter um custo
computacional elevado.

Neste contexto, em [5] foram propostas decomposi¢des
hierdrquicas para dividir os cdlculos entre um problema master
(componente centralizado) e um conjunto de subproblemas
(componentes distribuidos) que, por serem totalmente ou al-
tamente desacoplados, podem ser resolvidos com eficiéncia
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utilizando hardware paralelo ou multi-core. Sua estrutura sim-
ples de coordenagdo também facilita a expansdo e a recon-
figuracdo do sistema de controle. Em [5] sdo desenvolvidas
decomposicdes hierdrquicas para MPC de sistemas desacopla-
dos dinamicamente e que compartilham recursos. Aqui sdo
considerados dois métodos gerais para controle e otimizacao
hierdrquica: otimiza¢do em dois niveis [6] e decomposicdo de
Benders [7].

Segundo [6], a otimizacdo de dois niveis € uma metodologia
para reformular a estrutura centralizada em uma estrutura
distribuida e de coordenacdo simples que abre um grande
potencial para computagdo em paralelo, visando arquiteturas
multi-core ou ainda de computagdo distribuida.

De acordo com [8], a decomposi¢do de Benders (BD) tem
como objetivo principal resolver problemas com varidveis
inteiras que, quando temporariamente fixadas, produzem um
problema significativamente mais facil de se lidar. Assim, o
método de BD € um algoritmo empregado em muitas aplica-
¢oes [8], pois explora a estrutura do problema e descentraliza
a carga computacional, como na otimizag¢do de dois niveis,
podendo tratar o problema em uma estrutura distribuida e
permitindo o potencial de cdlculos em paralelo.

O beneficio das decomposicdes hierdrquicas € organizacio-
nal, pois permitem que o sistema de controle seja reconfigu-
rado localmente e expandido com coordenagdo reduzida. Os
sinais comunicados entre o master e os subsistemas sio rela-
tivamente simples, consistindo em aloca¢des de recursos (do
master para os subsistemas), cortes e derivadas/sensibilidades
(dos subsistemas para o master). Em tal estrutura o master nao
precisa ter informagdes detalhadas sobre os subproblemas.

Neste contexto, a principal contribui¢do deste artigo estd em
realizar andlises dos tempos computacionais das decomposi-
¢des de Benders e Bilevel quando os subproblemas sdo resol-
vidos em paralelo, observando a eficiéncia e speedup, métricas
demonstradas em [9], expandindo as conclusdes previamente
apresentadas em [5]. Além disto, dada a baixa performance
do algoritmo de Benders para MPCs apresentada em [5],
também foram analisados os ganhos da metodologia quando
submetida a um processo de regularizacdo. Por fim, como
forma de ilustrar possiveis aplicagdes, um problema exemplo
de carregamento de baterias é apresentado e resolvido.

Este artigo estd organizado da seguinte forma. A Secgdo
IT apresenta um problema de controle preditivo de sistemas
dindmicos com recursos compartilhados. A Se¢ao III descreve
as estratégias de decomposic¢do de dois niveis e Benders para o
problema de controle em questdo, bem como a introdugéo de
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uma estratégia de regularizagdo para aceleracdo da solucdo
da decomposi¢cdo de Benders. Na sequéncia a Secdo IV
fornece uma andlise dos resultados obtidos com experimentos
numéricos. A Secdo V apresenta resultados de uma aplicacio
a um problema de controle de carregamento de baterias de
veiculos elétricos. Finalmente a Sec¢do VI fornece um resumo,
discussdes e sugere indicagdes para pesquisas futuras.

II. FORMULACAO DO PROBLEMA

Nesta se¢do, serd introduzida a formulagdo para o MPC
de uma classe de sistemas dindmicos com restricio de re-
cursos, tal qual apresentado em [5]. O MPC refere-se a uma
ampla gama de métodos de controle que fazem uso explicito
de um modelo do processo para obter o sinal de controle,
minimizando uma funcio objetivo ao longo de um horizonte
de predi¢ado [3].

Iniciamos declarando um problema' para o controle de sub-
sistemas dindmicos independentes que compartilham recursos
limitados — o problema base. Reformula¢des do problema
base, de forma compacta, sdo propostas para a solugdo com
otimiza¢do em dois niveis e decomposi¢do de Benders.

No instante atual k, a otimizagdo produz uma sequéncia
de controle ideal, mas apenas o primeiro sinal de controle é
aplicado ao processo. No instante £+ 1 com a atualizagio das
medi¢des do sistema, o processo € repetido no horizonte de

predicdo.
Seja M = {1,...,M} o conjunto de subsistemas,
R = {1,..., R} o conjunto de recursos disponiveis, N, =

{0,...,N,} o horizonte de controle, e N; e Ny os indices
que definem o horizonte de predicio minimo e mdximo,
respectivamente, para as saidas. O problema de MPC com
restricdo de recursos, de interesse neste trabalho, € definido
como a seguir:

P:min J = Z Z [19m ( k+]|k)_wm(k+j)uém
m= 1] Nl

D5

m=1 j=0

N,—1

1A (k + jK) [y, (1a)

s.a.; Param e M :

Tm(k+ 7+ 1k) = Anzm (k + jlk) + B Aup (k + jlk),

j=0,...,No—1 (Ib)

Crxm(k + jlk) + DmAum(k + jlk),
m(k + jlk) = J=DNi,...,N,—1
Cmxm(k+jlk), J = Nuy,...,No

(Ic)
Um (k + 7 — 1k) + Aup (k + jlk),
_ j=0,...,Ny—1

TR = N g~ 11h),

=Ny, ..., No—1

(1d)

'Na declaragio do problema min serd utilizado para representar “minimo”
e s.a. para representar “‘sujeito a”.
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T (K|k) = 2 (k) (le)
U (k — 11k) = upm(k — 1) (1f)
Y™ < ym(k+jlk) <ym®™, j=Ni,...,Na (g
U™ <, (k4 k) < w0 j=0,...,N,—1 (1h)
Aum < Ay, (k + jlk) < Aula>,
j=0,...,N,—1 (li
Parar=1,...,R,j=0,..., Ny —1:
M
> Lt (ke + k) < S22 (k + ) (1)
m=1

onde,

o x,,(k) é 0 estado do sistema no momento k e x,, (k+j|k)
¢ a previsdo do estado para o tempo k + j calculado com
as informacdes disponiveis até o momento k;

o Ym(k + jlk) é a saida predita no momento & + j;

o wp,(k+ 7) é a trajetéria de saida desejada;

e Uy, (k+ j|k) é a entrada de controle predita e Au,, (k +
Jjlk) é a variagdo de controle predita;

o Qm=QL eW,, = W sdo matrizes definidas positivas
que penalizam os erros no seguimento da trajetéria de
referéncia e na variacdo de controle, respectivamente;

e (k) € upm(k — 1) sdo valores conhecidos com as
condicdes iniciais;

e A,., By, C,, ¢ D,, sio as matrizes do sistema de
dimensdes adequadas;

o |lzll; = v#TQz € a norma vetorial induzida por uma
matriz definida positiva @Q;

o ymin gmax ,min max  Apmin e AyMax 3o og limites
impostos as saidas, sinais de controle e variagdo de
controle, respectivamente;

o sM*(k) é a quantidade de recurso r disponivel no tempo
k, e s, define a taxa de consumo do subsistema m.

III. ESTRATEGIAS DE DECOMPOSICAO

Neste trabalho sdo utilizadas duas técnicas para realizacao
de decomposicdes de maneira hierdrquica para o problema
de MPC com restricdo de recursos limitados, sendo essas
a otimizacdo de dois niveis e decomposicio de Benders,
métodos esses sdo discutidos e comparados extensivamente
na literatura [8], [10], [11], [12].

Como exemplos da utilizacdo da decomposi¢do de dois
niveis pode-se citar: [13], onde um problema de planejamento
da expansdo da capacidade foi formulado em otimizagdo de
dois niveis, para modelar uma estrutura hierdrquica de decisao,
envolvendo produtores e consumidores industriais; [14], que
propde um algoritmo de otimizagdo de dois niveis para analisar
a vulnerabilidade, maxima e minima, de sistemas de poténcia
sob multiplas contingéncias; [15], que trata um problema de
smart-grids, onde um fornecedor de energia tem como objetivo
definir simultaneamente os valores que maximizam a receita
enquanto atende a uma restricao de pico de carga.

Os autores em [16] utilizaram a decomposi¢do de Benders
em um problema de planejamento de produgdo, em que vérias
fabricas individuais colaboram apesar de terem objetivos dis-
tintos; [17] apresenta um problema de roteamento da producio
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(PRP) que trata da distribui¢do de um unico produto de uma
planta de producdo para vdrios clientes, usando veiculos de
capacidade limitada, em um horizonte de tempo discreto e
finito; j4 em [18] é projetado um algoritmo baseado em
decomposicdo de Benders para resolver um problema de fluxo
de energia ideal, com restricdes de seguranga.

No sentido de facilitar a aplicacdo de estratégias de de-
composicio, como em [5], o problema P ¢ reformulado da
seguinte forma:

M
min f =3 fm(zm)

(2a)
m=1
sa.:Param=1,...,M:
hon(zm) =0 (2b)
Im(zm) <0 (2¢)
g(z) <s (2d)

onde z,, = (T (k+7), ym(k+7), um(k+7), Aum(k+7) :
V4) é um vetor com todas as varidveis do subsistema m;
s = (sM(k 4 j) : Vr,j) é um vetor com 0s recursos
disponiveis em todos os instantes de tempo, e para todos os
subsistemas, e z = (z,, : m € M) inclui todas as varidveis de
todos os subsistemas. Entdo, as fungdes vetoriais h,,, gm € g
representam as igualdades (1b)-(1f), as desigualdades (1g)-
(11), e as restricdes de recursos (1j), respectivamente.

A. Decomposicdo de Dois Niveis

Sendo ss = (sSp.m(k +J) : V r,j5,m) o vetor de alocacdo
de recursos, onde ss,..,(k + j) é a quantidade de recurso r
alocada para cada subsistema m, no tempo k + j, o problema
P pode ser reescrito como um problema de otimizacao de dois
niveis, onde o problema master é dado por:

M
U: rr;én fss) = Z fm(Zm(88m)) (3a)
m=1

sa.: Parar=1,....R, j=0,...,No —1:

M
D ssrm(k+7) <SPk + ) (3b)
m=1

$Spm(k+7) >0, Yme M (3¢)

onde ss,, = (sSp.m(k + j) : Vr,j) define os recursos
alocados para cada subsistema m. O subproblema L consiste
em resolver um conjunto de subproblemas {L,,}, um para
cada subsistema m € M, sendo definido por:

Lm(ssm) : Zm(ssm) = arg min fm('zm) (43)

s.a.: hp(zm) =0 (4b)

gm(zm) <0 (4c)
ParaVre R, 7=0,...,Ny—1:

SZ:mUm(k +jlk) < sspm(k+7).  (4d)

Este trabalho adota uma abordagem onde o problema master
otimiza sobre o espaco de decisdo da alocagcdo de recursos
ss, seguido pela otimizagdo dos subproblemas e o célculo
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das sensibilidades Of,,/0ss, as quais definem dire¢des de
descenso para a solugcdo do problema master [5].

Como o objetivo do problema master consiste na soma dos
objetivos dos subproblemas, as sensibilidades para o master
podem ser facilmente calculadas a partir das sensibilidades dos
subproblemas. Assim, as sensibilidades podem ser computadas
em paralelo como parte da solugdo dos subproblemas.

O problema master da Eq. (3) pode ser resolvido por
qualquer método baseado em gradiente, como o método do
Ponto Interior (IP) ou Programacdo Quadratica Sequencial
(SQP). Neste trabalho, o problema master é resolvido por um
método do ponto interior.

Para o uso da abordagem de dois niveis, as sensibilidades
sdo recuperadas da solucdo de uma reformulagdo do subpro-
blema L,, dado na Eq. (4), como a seguir:

L (ss),) @ zm(ssy,) = argmin f,(zm) (52)
s hpm(zm) =0 (5b)
gm(2m) <0 (5¢)
VreR, 7=0,...,No—1:
881 mtm(k + jlk) < sspm(k+74)  (5d)
ssrm(k+ ) —ssh (b +5) =0 (5e)
de modo que as sensibilidades sejam calculadas como,
0 . .
f(SS n) = )\r,m(k +])7 (6)

assnm(k + ]) 58=58*

onde A, ,,,(k + j) é o multiplicador de Lagrange associado
com a restricdo (5e) para as condi¢des Karush-Kuhn-Tucker
(KKT), [19], na solucdo z,(ss%,).

Os multiplicadores de Lagrange, ou neste caso, as sensibi-
lidades, fornecem as direcdes pelas quais a solugdo atual do
problema master pode ser aprimorada.

B. Decomposicdao de Benders

1) Metodologia de Benders Padrdo: Partimos da definicdo
dos subproblemas da decomposi¢do de Benders. Para uma
alocacdo de recursos factivel ss, o subproblema € dado por:

M
BO(ss) : bo(ss) =min Z fm(Zm) (7a)
m=1
sa:Param=1,... M
B (2m) = 0 (7b)
Im(zm) <0 (7¢)
Rizm — Smssm < 0 (7d)

onde R, e S, sdo matrizes de dimensdes adequadas que
definem as restricdes de recurso disponivel em um dado
instante. Neste problema, em particular, S, ¢ uma matriz
identidade e R,,z,, € efetivamente R,,u,, ji que somente
os termos sl u,,(k + j|k) sdo necessdrios nas restrigdes.
Note que 270(55) induz um limite superior para ss factivel,
que resulta de um vetor ss que satisfaz as restricdes (3b)-(3c),
assim gerando um BO(ss) factivel. Claramente bo(ss) pode

ser calculado em paralelo como a seguir:

M
bo(ss) = Z b0 (88m) (8)
m=1
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onde,
BO,(88m) @ bom(88m) =min fr, (2m) (92)
s.a.: by (zm) =0 (9b)
Ryzm — SmsSm < 0. (9d)

Considerando a iteracdo p do algoritmo de Benders, em
que ss(P) é o vetor de alocagio de recursos, e assumindo que
B O(ss(”)) ¢ factivel, obtemos uma desigualdade vilida,

agB > Z frn(2P)) + Z ,ugﬁ)T {Rmzﬁ,’j) - Smssm} ,
meM meM
(10)
(p)

onde (i;,” sdo os multiplicadores de Lagrange associados com
as restrigdes de recurso (9d), para a solu¢do 6tima zfﬁf ), € aGgB
¢ o limite inferior do objetivo de P.

Entdo, (10) € o corte de otimalidade introduzido no pro-
blema master da decomposicao de Benders. Devido as con-
dicdes de complementaridade, as restricdes locais (9b) e (9¢)
ndo fazem parte do plano de corte. O espaco de decisdo do
problema master de Benders consiste do vetor de alocag@o ss
e do limite inferior ap.

Para uma alocacdo de recursos infactivel, o seguinte sub-
problema de factibilidade precisa ser resolvido,

BF(ss): bf(ss) = min vy (11a)
720,z
sa.:form=1,..., M
hin(2m) =0 (11b)
Im(2m) <7 - em (11c)
Rmzm _Smssm S’Y'em» (lld)
onde e, = (1,1,...,1) é um vetor de dimensdo adequada e ~y

€ um escalar ndo negativo. O valor ~y 6timo pode ser obtido re-
solvendo um subproblema auxiliar apenas para os BO,,, infac-
tiveis. Seja Minfoas = {m € M : BO,,(ss,,) é infactivel}.

Entdo BF(ss) é resolvido como segue:
bf(ss) = max{bf(sSm) : M € Minfeas} (12)

e, para todo m € Mipfeas, € resolvido o seguinte problema:

BFE,,(8Sm) : bfm(ssm) = min 7, (13a)
Ym =0,2m

s.a.: by (2m) =0 (13b)

gm(zm) < Ym - em (13¢)

Ryzm —

Smssm < Ym - em (13d)

De fato, se ss,, € factivel para BO,,, entdo o problema BF,
correspondente terd um valor 6timo bf(ss,,) = 0 e o problema
de factibilidade ndo precisa ser resolvido. Assumindo que
ss) ¢ uma alocagdo infactivel na iteracio p e M) C M é
o subconjunto de subproblemas com ~,,, = bf (ss(p)), entio o
corte de factibilidade é definido como a seguir:
T

Z {Ug)d gm(zm) + Mgﬁ?:

memM(®)

Rmz,(ff) — Smssml| ¢ <0
[ )

(14)
em que ,ugﬁ)d e ugﬁ?e sdo os multiplicadores de Lagrange
associados com as restri¢des (13c) e (13d), respectivamente.
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Na iteracdo p um corte de otimalidade é obtido resolvendo
BO(ss(p)), quando ss(®) ¢ factivel, ou entdio um corte de facti-
bilidade resolvendo BF(ss()). Seja O®) e F®) os conjuntos
com os indices para as iteracdes onde os cortes de otimalidade
e de factibilidade sdo produzidos, respectivamente. Entdo, o
problema master da decomposicdo de Benders na iteragdo p
pode ser definido da seguinte forma:

BM(p): min agp (15a)
ss>0,aaB
s.a.: Rss <s (15b)

agp > Z Fn(250) + Z uS,?T [Rng? — Smssm} ,
meM meM

ie oW (15¢)

AT . .

> {Mf,?,dgm(zm) + D, [Rmz1§i) — Smssm} } <0,

memM ()

ie Fw (15d)
com R sendo uma matriz que expressa a restri¢do (3b). Note
que BM (p) é um problema de programagéo linear.

2) Benders com Regularizacdo de Nivel: Para um nimero
elevado de subsistemas, foi observado que a decomposicio
de Benders, conforme apresentado em [5], apresenta baixa
performance quanto a convergéncia para um G6timo global.
Este comportamento motivou o emprego de uma estratégia de
regularizag¢do. Conforme demonstrado em [20], uma estratégia
de regularizagdo pode auxiliar na velocidade de convergéncia
da decomposicdo de Benders.

Uma variagdo do método de regularizacdo é conhecido
como Regularizacdo de Nivel (RN) [21], [22]. Operando no
nivel do master, o principio que norteia o funcionamento da
RN ¢ relativamente simples: escolha uma solucdo candidata
de um conjunto de niveis a fim de minimizar a distincia entre
a solucdo candidata e uma solu¢do de referéncia, enquanto
se impde um valor maximo para o objetivo segundo o nivel
corrente.

Modifica-se o problema master, (15), com a introdugdo de
um vetor de referéncia §s para as varidveis de interesse e a
alteracdo da fung@o objetivo para a minimiza¢do da norma
Euclidiana, a fim de se obter a distincia minima entre a
solugdo candidata e a solucdo de referéncia, obtém-se:

BMR(p): min ||ss— §:9||§ (16a)
ss>0,agB

s.a.: Rss <s (16b)

(15¢), (15d) (16¢)

ags < PPl (16d)

onde F™ivel estabelece uma restricio de nivel (que define um
conjunto de niveis), segundo a qual as solu¢des candidatas
devem produzir um limite inferior g com valor maximo
Frivel Note que BM R é um problema quadritico (QP).
Além disso, o modelo acima ndo fornece mais um limite
inferior [b vinculado ao objetivo da solucdo O6tima. Esta é
talvez a principal diferenca entre a decomposi¢do de Benders
com e sem regularizacdo. Na primeira iteracdo, o limite
superior ub e o limite inferior [b sdo arbitrariamente definidos.
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Entdo, a regra para atualizar o pardmetro de nivel F™vel &
definida como:

Frivel — b 4 - (ub — 1b), (17)
onde i € [0,1). Com esta regra de atualizagdo, atualizar o ub
significa diminuir o conjunto factivel definido pela restricdo
de nivel, enquanto aperta ainda mais o [b. O Algoritmo ??
formaliza o algoritmo de RN para decomposicdo de Benders,
como em [22].

Algoritmo 1: Decomposi¢do de Benders com RN.
0) .

1 Defina o limite inferior {b( —00, 0 limite superior
ub® := o0 iniciais e tolerancia T > 0.

2 Defina a referéncia inicial §s para a solugéo;

3 Defina o pardmetro p € [0, 1) para atualizar o
pardmetro de nivel;

4 00 =@ FO .= p; p:=0;

wb®) _1p®)

5 se = y— < 7 entao
6 ‘ Pare;

7 senio

8 p=p+1

9 Fnivel — lb(p) + e (ub(l)) _ lb(P)),
10 Resolva BM R(p) dado em (16) para obter uma

solugio ss(P) com objetivo a(cfl)g;

11 se BM R(p) ¢ infactivel entdo

12 Foivel .— oo,

13 Resolva BM (p) dado em (15) e obtenha um [b
valido;

14 Defina o limite inferior [P+ := ozg])g;

15 Defina o limite superior ub(P+1) .= p(P).

16 Va para o Passo 5;

17 senao

18 ‘ Defina o limite inferior [b(P+1) = ag)])g;

19 fim

20 Obtenha a solugio ssP) para BM R(p);

21 Resolva {BOm(ssgﬁ))}me M e obtenha a solucdo

2(P) para BO(ssP));
2 se 2(P) ¢ factivel para BO(s5)) entdo

23 se ub® > f(2(P)) entdo

24 | 55:= 5P e ubPtD) = f(zP);

25 fim

26 Adicione o corte de otimalidade (10) em O
e obtenha O®+1);

27 Defina F@+1D .= F) ¢ v4 para o Passo 5;

28 senao

29 Defina o limite superior ub(P+1) .= p(P).

30 Resolva {BFm(ss,(ﬁ))}meM e obtenha a
solugdo (ss),~v(P)) para BF(ssP));

31 Adicione um corte de factibilidade (14) em
F®) e obtenha F®P+1):

32 Defina Q@+ .= O®) ¢ v4 para o Passo 5;

33 fim

34 fim

Saida: =P [p®) b(P)
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IV. EXPERIMENTOS NUMERICOS

Para validar as abordagens de decomposicdo na solucio
de problemas com restricdo de recursos e também fornecer
uma visdo do uso da computagio paralela, avaliando os
ganhos de tempo a medida que o nimero de processadores ou
ndcleos aumenta, alguns problemas sintéticos foram gerados
aleatoriamente.

Instancias do problema de MPC foram obtidas de ma-
neira aleatéria amostrando os parametros a partir de distri-
buicdes uniformes. Especificamente, as matrizes dindmicas
foram amostradas com base em uma distribui¢do uniforme no
intervalo [0, 1], com todos os subsistemas tendo as seguintes
dimensées: z., € R?, ym € R, € um, Au,, € R2. Foi
definida a matriz de penalizacdo do erro (,, como uma
identidade I, enquanto a matriz de penalizacdo das variacdes
de controle W,, como 0.11.

O ndimero de subsistemas foi escolhido do conjunto M =
{20, 40, 80}. Os horizontes de controle e predi¢do possuem o
mesmo tamanho, sendo escolhidos do conjunto 7' = {4, 6, 8}.
Os limites para as varidveis foram definidos da seguinte forma:
Ymin = 747 Ymax = 4a Umin = O; Umax = 37 Aumin =-3e
Aumax = 3. Somente um recurso é compartilhado por todos os
subsistemas, Syax = 2, para todos os tempos de amostragem.

A linguagem de programacao Julia foi escolhida por ser uma
nova abordagem para a computagdo numérica. Os resultados
mostram que é possivel alcangar o desempenho de linguagem
de maquina sem sacrificar a conveniéncia de escrita de uma
linguagem de alto nivel [23].

A implementacdo foi realizada em um computador com
processador Intel® Xeon™ CPU E5-2665 (2.40GHz ¢ 20MB
de cache), com 8 cores, e 40 GB de memoéria RAM, em um
ambiente Linux. Portanto, de acordo com a necessidade de ite-
racdes paralelas, as instdncias do subproblema foram alocadas
para serem resolvidas para cada nicleo pelo algoritmo.

Para a decomposi¢@o de dois niveis como mostrado nas Eq.
(3) e (4), os subproblemas sdo problemas quadréiticos (QP)
e o problema master ¢ um problema ndo-linear (NLP). Para
resolver os subproblemas foi usado o solver Gurobi, na versio
9.0.1, e para resolver o problema master foi escolhido o solver
Ipopt, na versdao 3.12.10, onde a tolerAncia do Gurobi foi
definida em 10~ e no Ipopt em 1074,

Para a abordagem de decomposi¢cdo de Benders, o problema
master e os subproblemas foram configurados para serem
resolvidos pelo solver Gurobi, e o intervalo relativo associado
entre LB e UB foi definido como 1071(%).

Resultados para os experimentos numéricos sdo mostrados
na Tabela I. A coluna denominada f* mostra o objetivo 6timo
global. Para cada instancia dos problemas, o nimero de cores,
ou workers, sdo escolhidos do conjunto {1,2,4,8}. O tempo
de CPU ¢é mostrado a fim de comparar a performance das
abordagens propostas e também o quanto o uso de computacao
paralela oferece redu¢@o no tempo para encontrar a solucio
6tima f*. O limite de tempo para solugdo em cada uma das
abordagens foi definido em 600 s.

A Fig. 1 fornece a distancia percentual da solucio, em rela-
¢d0 ao valor 6timo, do algoritmo de otimizacdo de dois niveis
em fungdo do tempo computacional. J4 a Fig. 2 apresenta a
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TABELA 1
ANALISE COMPUTACIONAL DAS DECOMPOSICOES DE
BENDERS E DoOIS NIVEIS

Benders

CPU(s) f  CPUG)
3.46 251.57
4.49 211.06
5.20 205.64
4.56 195.03

Dois Niveis
M T Cores f* f

0.3504 0.3504 0.3504

I
00 i N

20 ¢ 0.7199  0.7199 0.7211 600

0O N

4.4881 4.4881 4.5069 600

[ed]
(ol N Nl

10.86

1.4774 1.4774 5.57 1.4798 600

6.57

~
00 B DO

133.76
103.80
56.20
47.75

40 ¢ 3.8698  3.8698 3.9290 600

00 = Do =

23.73
17.10
8.90
6.57

22.4669  22.4669 22.6710 600

o
00 = N+

254.15
185.87
143.43
123.96

3.9184 3.9184 3.9667 600

S~
00 i DO

35.80
21.51
19.22
14.73

80 ¢ 6.3187  6.3187 6.5900 600

[e oSN

82.15
45.88
35.48
26.96

16.2753  16.2753 16.9513 600

[ee]
QO = D =

trajetéria dos limites superior e inferior da BD, mostrando a
convergéncia em fungdo tempo computacional.

Na Tabela I sdo apresentados alguns resultados referentes
a capacidade das duas abordagens de decomposi¢do na so-
lucdo de instancias com um nimero elevado de subsistemas.
Como pode ser observado, a utilizacdo da otimizacdo de dois
niveis se mostra mais eficiente, tanto em tempo computacional
quanto na capacidade de convergir para a solug¢do global.

Além da convergéncia mais lenta, a BD teve dificuldade
em convergir para a solucdo, dentro da tolerancia definida
e tempo limite estipulado, mesmo aumentando o nimero de
CPU workers. Na instancia M = 20 e T" = 4, a Unica instancia
que a BD atingiu a solugdo 6tima, é possivel ver uma melhora
no tempo de solu¢do conforme o niimero de CPU workers foi
incrementado, como esperado.

Por outro lado, € possivel observar que, em todas as
instancias resolvidas, a decomposicao de dois niveis encontrou
a solucdo global e a redu¢do do tempo computacional foi
significativa, com o aumento no nimero de CPU workers.
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Fig. 1. Distancia percentual da solucdo da otimizag@o de dois niveis,
aplicado ao problema M =40e T = 6.
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Fig. 2. Trajetoria dos limites gerados pela decomposiciao de Benders,
para o problema M =20e T = 4.

N

Entretanto & medida que o nimero de CPU workers au-
menta, o tempo para obter as solugdes 6timas diminui, mas ndo
linearmente. Na Fig. 3 € apresentado o Speedup ratio, definido
por strqtio = 1(1)/T(N), onde T é o tempo computacional
e N o ntimero de CPU workers. Ainda na Fig. 3, a medida que
o nimero de nidcleos aumenta, a eficiéncia paralela definida
como pe = T(1)/T(N)/N diminui. Isso se deve ao fato de
que, com o aumento do tempo necessdrio para alocar as tarefas
nos workers, o ganho em paralelizar o problema diminui.

Portanto, com tempos computacionais reduzidos, os ganhos
de desempenho — com o aumento de nicleos em um de-
terminado ponto — ndo serdo tdo eficientes. No entanto, o
ganho obtido ja é relevante para os estudos de problemas
de decomposicdo, mesmo que na BD ndo tenha sido obtido
um ganho significativo na solu¢do de problemas maiores,
para a unica instancia do problema que foi obtida a solucio
(M =20eT =4), pode-se ver que hd um ganho em utilizar
computagdo paralela.
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Fig. 3. Comparagdo entre as técnicas de decomposi¢cdo de acordo
com as métricas de Speedup e eficiéncia paralela.
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Fig. 4. Comparacido dos tempos computacionais da BD com regula-
rizagdo de nivel aplicada as instancias de interesse, para diferentes
valores de .

A. Andlise de Benders com Regularizacdo de Nivel

Dados os resultados apresentados anteriormente em relacao
aos tempos computacionais da decomposi¢ao de Benders, uma
técnica de regularizagdo de nivel foi utilizada como forma de
buscar um aprimoramento dos tempos computacionais. Para
tanto, as instancias previamente utilizadas foram submetidas a
um processo iterativo, onde buscou-se o melhor multiplicador
 para atualizar o parimetro de nivel, F™vel,

Conforme resultados apresentados na Fig. 4, a escolha do
parimetro p tem forte influéncia no tempo de convergéncia da
decomposicdo de Benders com regularizacio de nivel.

De posse do melhor parametro p para cada instancia, foi
realizado um experimento de paralelismo para as instancias de
interesse, de forma a comparar os resultados com o Benders
tradicional. Os resultados sdo apresentados na Tabela II.

Pode-se perceber que foi possivel diminuir as grandezas
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TABELA 11
ANALISE COMPUTACIONAL DA DECOMPOSICAO DE
BENDERS COM REGULARIZACAO

Benders com RN

CPU(s) GAP(%) u
14.49
11.36
10.37
9.21

M T Cores f* f

0.3504 0.3513 0.03 0.9

W~
(ol lN Ol

21.91
17.00
14.12

20 ¢
12.92

0.7199 0.7207 0.03 0.9

QO > D

41.65
33.93
26.44

4.4881 .
24.38

4.4898 0.01 0.9

co
(ol lN Ol

29.58
24.29
18.07
16.54

1.4774 1.4777 0.09 0.5

Ny
00 = N =

34.97
31.42
22.93
20.15

40 ¢ 3.8698  3.8710 0.07 0.5

00 B> N~

52.68
27.79
19.45
17.46

22.4669  22.4690 0.02 0.8

oo
Q0 = N =

49.30
45.09
30.31
26.41

3.9184 3.9190 0.05 0.6

.
00 B N

91.13
83.77
58.50
49.16

80 ¢ 6.3187  6.3198 0.04 0.9

0 B N

148.54
117.59
87.43
72.61

16.2753  16.2790 0.05 0.5

[ee]
00 = D

envolvidas nos tempos computacionais das instancias de inte-
resse desse trabalho. Apesar dos resultados alcancados para as
instancias ndo zerarem o GAP dual, o ganho computacional
derivado da aplicacdo da regularizagdo de nivel se torna
bastante atrativo, principalmente em problemas muito grandes
(envolvendo muitas varidveis) [22], onde a convergéncia para
um valor sub-6timo ja € considerada de interesse.

V. APLICACAO AO CARREGAMENTO DE BATERIAS

De forma a ilustrar a utilizacdo das decomposicdes apre-
sentadas e tornd-las menos abstratas, nesta sessdo é apre-
sentado um problema exemplo de carregamento de baterias.
Considere uma estacdo de carregamento de carros elétricos,
onde cada carro é representado por um sistema independente
(subproblema) que se reporta ao recurso total disponivel na
estacdo (master). Para cada carro ha um estado de carga (SoC')
associado a sua bateria, que pode ser definido como em [24]:

SoC(k+1) = (SoC(kz) + i(g”) % 100, Vk, (18)
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onde i(k) denomina a corrente [A] aplicada no instante k
que, dependendo do seu sinal, determina se a bateria estd
carregando ou descarregando, o que influencia também no
valor de 1 que define a eficiéncia de carga da bateria; © define
a capacidade de carga da bateria em [Ah]; e SoC' varia dentro
do conjunto [0,100] (%).

O problema de MPC (1) com restri¢do de recursos limitados
pode assim ser empregado na gestdo do carregamento de
baterias, conforme dado pela Eq. (18). O problema P, a fim
de demonstrar uma aplicacdo pratica, segue abaixo:

min J =Y 3 |lym(k + k) — wan(k + §)l5,,

m=1j=N;
11_1

M
£ w0

m=1 j=0

(19a)

s.a.: Param e M :

SoCp,(k+ j+ 1|k) = SoCp,(k + j|k) + Um (k + J]k)

Ny —1
(19b

n

Om
j=0,...,

m(k + jlk) = SoCp (K + j k),

j:Nl,"'aN2

(19¢
m(k+ 7 — 1|k) + Aup, (k + jlk),
j=0,...,N,—1
m(k+ 7 —1|k),
J = Nu,

m(k +jlk) =
LN, —1

(19d
(19¢
(191
(19¢

SOO,”(]CUC) = SOCm(k')

U (k= 1]k) = um(k — 1)
y;r;ln < ym(k +J‘k) < ymax’
wm™ < U (k4 k) < um®™,

j=Np,...
j=0,...,

7N2
N, —1
(19h)
-1
(191)

Aup™ < A (k + jlk) < Aup™, j =0,..., Ny

Para r =1,.

E Srm

onde: S oCm é o estado de carga para cada bateria em um vei-
culo m; u,, € a corrente aplicada a bateria para carregamento;
e O,, é a capacidade de carga da bateria de cada veiculo m
dado em [Ah]. Neste exemplo consideramos somente carga
de baterias, portanto o sinal de corrente é ndo-negativo e por
consequéncia o valor da eficiéncia de carga (1) é constante
para todas os veiculos.

Como pode ser visto na Eq. (19¢), a saida do sistema y,,, €
o valor do estado SoC,,, logo, consideramos que o estado é
observdvel, caso contrdrio seria necessdrio a aplicacdo de um
observador de estados ou filtro de Kalman [25], por exemplo.

Logo, o objetivo do problema definido em (19) € o carrega-
mento de baterias. Entdo, definindo uma referéncia para que
todas as baterias tenham SoC de 100%, minimiza-se o erro

LR j=0,...,Ny—1:

(k+jlk) < 57 (k + ), (19))
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de seguimento de referéncia e também o esforco de controle
aplicado aos subsistemas.

A. Aplicagdo em uma Instancia Exemplo

Considere um problema de carregamento de baterias com
as seguintes caracteristicas, M = 4, ou seja, quatro veiculos,
que possuem baterias idénticas com capacidade de carga
O,,, = 100 [Ah], uma eficiéncia de carga n = 0,98. O tempo
de amostragem escolhido foi 75 = 5 [min], no horizonte de
predi¢do e controle foram consideradas 7" = 12 amostras, o
recurso méaximo foi s™** = 100 [A] para todos os instantes
e carros, e o limite de injecdo de corrente assim como sua
variagdo foram definidos como u™®* = Au™** = 50 [A] e
Au™ = —50 [A]. O resultado da aplicagdo da decomposigdo
de dois niveis a instdncia de carregamento de baterias é
apresentado na Fig. 5.

60

0 . . I I
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

Tempo (h)

100 T T -
/ S0Ci
- SoCy i
. 80 / SoCsy
S SoC;y
o 60 il
[=]
5]
40 .
Il Il Il Il Il Il Il
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4

Tempo (h)

Fig. 5. Aplicagdo de otimizacdo de dois niveis ao problema de
carregamento de baterias.

Como se pode perceber, todos os subsistemas (baterias dos
veiculos) foram carregados de forma independente, utilizando-
se a formulag@o distribuida, respeitando o recurso maximo
disponivel e os limites das varidveis definidos.

O paralelismo no problema ilustrativo pode se mostrar util,
por exemplo, ao se considerar que cada um dos veiculos possui
sua propria dinidmica de carregamento (subsistema), que &
transparente a estagdo (master). Dessa forma, considera-se que
o principal ganho obtido pela decomposi¢do no exemplo em
questdo é organizacional.?

VI. CONCLUSAO

Neste trabalho, uma estrutura distribuida do problema de
controle permitiu a sintese de abordagens hierdrquicas que
dividem os cdlculos entre um problema master, responsavel
pela coordenacdo, e um conjunto de subproblemas que podem
ser resolvidos simultaneamente ou em paralelo. Para esse fim,

2Para o caso ilustrativo o tempo de calculo é de respectivamente 112.69s,
108.88s e 108.12s para 1, 2 e 4 cores.
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uma abordagem hierdrquica foi derivada da otimizagdo em
dois niveis e outra da decomposi¢do de Benders.

O desempenho das decomposi¢des foi avaliado em experi-
mentos numéricos, que consistiram na solu¢do de um problema
de MPC para uma série de sistemas dindmicos com recursos
limitados, considerando os ganhos de tempo com o uso de
processadores com vdrios nucleos, para as duas abordagens
escolhidas.

Uma reducgdo significativa no tempo foi induzida na otimiza-
¢a0 de dois niveis com o emprego de computacdo paralela, mas
ndo linearmente a medida que o nimero de niicleos aumenta.
Infelizmente, a decomposi¢do de Benders nido obteve sucesso
uniforme em todas as suas aplicagdes. Nota-se que o algoritmo
frequentemente converge de maneira lente quando aplicado aos
problemas testados.

Assim, foi introduzido uma técnica de regularizacdo de
nivel, para a decomposi¢do de Benders, com a finalidade de
obter uma melhor performance neste método, e novas analises
computacionais foram realizadas.

Foram também realizados experimentos — em um problema
ilustrativo de carregamento de baterias de veiculos — para
validag@o da coordenacdo do controle entre o problema master
e os subproblemas, utilizando a otimizagdo de dois niveis.

Para trabalhos futuros sugere-se o uso da formulagcdo de
Benders para otimizagdo e controle de subsistemas que possam
ser ativados, e desativados, dinamicamente (introducdo de
varidveis bindrias) e uma extensdo para comparacio com O
método de Outer Approximation.
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