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Abstract—Liquid level measurement inside closed containers
is an essential process in control systems, quality control, and
many real scenarios in the daily life. In this work, an analysis
of vibration modes behavior of two axisymmetric containers
and an immersed beam, aiming to liquid level measurement
using acoustic resonance, is presented. In acoustic resonance,
the vibration pattern produced in the container when it is
excited by an external force is related to the liquid level and
its physical characteristics. Vibration modes are analyzed using
Bernoulli-Euler approach and finite-element modelling (FEM) in
COMSOL. Results show a good correspondence of normalized
frequency vibration modes shifting vs liquid level. Experimen-
tal results are consistent with theoretical and simulated FEM
analysis, with an error lower than 1% in the first longitudinal
vibration mode.

Keywords—Acoustic resonance, Bernoulli–Euler, COMSOL,
FEM, Liquid level, Vibration modes.

I. INTRODUCCIÓN

LA medición de nivel de lı́quido en contenedores es un
procedimiento necesario en diversos escenarios industri-

ales tales como monitoreo, control y almacenamiento, pro-
cesos de calidad, mantenimiento o supervisión, entre muchos
otros. Para tal efecto existen diversos métodos que utilizan una
gran variedad de sensores disponibles en la actualidad. En [1]
se presenta una revisión del estado del arte y evaluación de
desempeño de algunos de estos métodos. Entre los principales
enfoques reportados destacan los siguientes: sensores capaci-
tivos [2]–[4], ultrasonido [5], [6] , microondas [7], rejillas de
Bragg y fibras ópticas [8], [9], ondas milimétricas moduladas
en frecuencia [10], resonancia de Helmholtz [11] y acústica
[12]–[16]. Cada uno de estos métodos presenta ventajas y
desventajas en su evaluación, considerando caracterı́sticas tales
como precisión, exactitud, nivel de requerimientos técnicos,
costo, invasión durante la medición, etc. Las principales ven-
tajas del uso de resonancia radican principalmente en aspectos
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tales como la no invasión, el hecho de ser un procedimiento
no destructivo y que puede ser efectuado de manera rápida
en procesos donde el tiempo es un factor crı́tico. El presente
trabajo se ubica dentro del grupo de técnicas que hacen
uso de resonancia acústica. La frecuencia de resonancia y
modos de vibración asociados están directamente relacionados
con el nivel del contenido, siendo afectados también por
caracterı́sticas del material, geometrı́a del contenedor y tipo de
lı́quido. El fundamento en resonancia acústica es la excitación
de las paredes del contenedor por medio de un estı́mulo
externo y la evaluación de las vibraciones que se producen
en la superficie de éste [17]. El comportamiento de tales
vibraciones entrega información del nivel de lı́quido en el
contenedor, ası́ como otros parámetros relacionados al lı́quido
y material de construcción. Se pueden encontrar en la literatura
trabajos recientes que describen algunos enfoques relacionados
con el tema, ası́ como su pertinencia en el desarrollo de
nuevas metodologı́as. En [18] se presenta un análisis del
comportamiento de las vibraciones en contenedores sellados
cuando son estimulados por una fuerza impulsiva. Las vibra-
ciones son medidas por medio de un acelerómetro y por un
micrófono colocado en la tapa del contenedor. Aunque el in-
terés del artı́culo está enfocado principalmente en la medición
de presión, se presentan también estudios sobre los efectos del
nivel y la densidad del contenido. En [19] se describe un estu-
dio sobre el comportamiento de la frecuencia de mayor energı́a
presente en contenedores de gas L.P. cuando son excitados por
una fuerza impulsiva. En dicho artı́culo se presenta también
un modelo mecánico equivalente del contenedor, ası́ como
el desplazamiento de frecuencia generado por la presencia
del lı́quido para diversos tipos de contenedores. En [20] se
presenta una patente en la cual es posible determinar el nivel
de contenido dentro de cilindros de gas doméstico utilizando
un teléfono inteligente. Este tipo de métodos de medición tiene
dos caracterı́sticas de interés para procesos industriales y de
calidad: no es invasivo y la adquisición y procesamiento de
información puede hacerse en forma expedita, sin embargo,
los resultados muestran que se requiere de una adecuada cal-
ibración y es altamente dependiente de las caracterı́sticas del
contenedor. En [21] se propone un método para la estimación
del nivel de mercurio dentro de un contenedor por medio de
las vibraciones producidas en su superficie haciendo uso de
un martillo y empleando acelerómetros como sensores. El re-
sultado del procesamiento teórico muestra el comportamiento



SANCHEZ-DIAZ et al.: BERNOULLI-EULER FINITE-ELEMENT MODELLING 331

de los diversos modos de vibración como función del nivel
de llenado del contenedor. También se muestra en ese artı́culo
la presencia de las denominadas “regiones de meseta” que
son zonas en la que los modos de vibración presentan un
desplazamiento de frecuencia mı́nimo con respecto al cambio
en el nivel de lı́quido. En [15] se presenta un estudio similar
para el caso de un tubo capilar sujetado firmemente por sus
extremos con un contenido de mercurio. El sensor empleado
consta de un imán sujeto a la superficie del tubo y una bobina
como excitador/sensor, siendo la medida de la impedancia el
parámetro para determinar el nivel de llenado del tubo. En el
mencionado trabajo los autores enfatizan el estudio del primer
modo de vibración, e incorporan en el análisis los efectos de
la densidad del lı́quido y el espesor de la pared del tubo
en los desplazamientos de frecuencia. Este mismo estudio
presenta resultados semejantes referentes al comportamiento
de los modos de vibración relativo al nivel de lı́quido con
respecto al experimento de [21], a pesar de que en este caso
el tubo se encuentra firmemente sujeto por ambos extremos
variando las condiciones de frontera. En [16] se presenta un
estudio experimental sobre el comportamiento de la frecuencia
de mayor energı́a utilizando un conjunto de contenedores con
diversas caracterı́sticas, incorporando técnicas de inteligencia
computacional tales como lógica difusa y redes neuronales
para la estimación del nivel. Con base en los trabajos ref-
erenciados se puede establecer que la información obtenida
por medio del análisis del desplazamiento simultáneo de los
diversos modos de vibración puede ser utilizada para mejorar
la resolución en el proceso de medición de nivel, al reducir
la incertidumbre originada por la presencia de las regiones
de meseta. Para el caso de contenedores reales en tres di-
mensiones, los modelos de vibración son computacionalmente
complejos y tardados, por lo que una aproximación por medio
del modelo de viga delgada llevado a la estructura general
de sus paredes permite una simplificación del proceso. En el
presente artı́culo se presenta una comparación entre modelado
por análisis de elemento finito y resultados experimentales del
comportamiento de los modos de vibración generados en la
superficie de una viga redonda, y su uso en el modelado un
contenedor cilı́ndrico y uno cónico. El objetivo es determinar
un patrón común que sirva de base para generar un modelo
basado en modos de vibración para determinar el nivel de
lı́quido en el interior de contenedores axisimétricos.

II. TEORÍA DE VIGAS DE BERNOULLI-EULER

La teorı́a de Bernoulli-Euler para vigas delgadas es un
marco de referencia relevante para abordar el fenómeno de
resonancia en contenedores que se encuentran parcialmente
llenados con un lı́quido. El modelado de vibración en contene-
dores es desarrollado alrededor del principio de vibraciones en
vigas transversales [22]. Una viga delgada sujeta a una fuerza
transversal es mostrada en la Fig. 1. La Fig. 2 muestra un
diagrama de cuerpo libre para la misma viga considerando un
diferencial dx de longitud. En la Fig. 2, M(x, t) representa
un momento de torsión, V (x, t) es la fuerza cortante y
f(x, t) denota a una fuerza transversal externa. La fuerza
de inercia actuando en el elemento de la viga está dada por

Fig. 1. Viga delgada sujeta a una fuerza transversal.

Fig. 2. Diagrama de cuerpo libre para una viga con un diferencial de longitud
dx.

ρAdx∂2w
∂t2 (x, t), con lo cual la fuerza total en dirección de z

queda expresada tal como se indica en (1):

(−V + dV )+ f(x, t)+V = ρA(x)dx
∂2w

∂t2
(x, t) , (1)

donde ρ es la densidad de masa y A(x) el área transversal de
la viga. La ecuación de equilibrio de momento en el eje ’y’
pasando a través del punto P en la figura 2 implica:

(M+dM)−(V +dV )dx+f(x, t)dx
dx

2
−M = 0 . (2)

Escribiendo los términos diferenciales como dV = dV
∂x dx

y dM = dM
∂x dx e ignorando los términos que involucran

segundas potencias en dx debido a su pequeño valor, se tiene:

−dV
∂x

(x, t) + f(x, t) = ρA(x)dx
∂2w

∂t2
(x, t) , (3)

−dM
∂x

dx− V (x, t) = 0 . (4)

Usando la relación V = ∂M
∂x se obtiene:

−∂
2M

∂x2
(x, t) + f(x, t) = ρA(x)dx

∂2w

∂t2
(x, t) . (5)

De la teorı́a de Bernoulli-Euler o de las vigas delgadas, la
relación entre el momento de flexión y la deflexión puede ser
expresada de la forma:
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M(x, t) = EI(x)
∂2w

∂x2
(x, t) , (6)

donde E es el Módulo de Young e I(x) es el momento de
inercia de la sección de la viga en el eje y. Combinando estas
relaciones, la ecuación de movimiento de la vibración lateral
forzada de una viga no uniforme se puede expresar como:

∂2

∂x2

[
EI(x)

∂2w

∂x2
(x, t)

]
+ρA(x)dx

∂2w

∂t2
(x, t) = f(x, t) .

(7)

Para una viga uniforme (7) se reduce a:

EI
∂4w

∂x4
(x, t) + ρA

∂2w

∂t2
(x, t) = f(x, t) . (8)

A. Solución general de las ecuaciones de viga

Para obtener la solución general de la ecuación de viga de
Bernoulli–Euler que describe a las vibraciones libres de la
misma, se puede escribir (8) en la siguiente forma:

c2
∂4w

∂x4
(x, t) +

∂2w

∂t2
(x, t) = 0 , (9)

en donde:

c =

√
EI

ρA
. (10)

Por medio del método de separación de variables, se pro-
pone una solución a esta ecuación diferencial de la forma:

w(x, t) =W (x)T (t) . (11)

Sustituyendo (11) en (9) y reordenando términos se tiene:

T
d2T
dt2

=
−W
c2 d4W

dx4

=
−1

ω2
. (12)

Esta igualdad conduce a la siguiente expresión:

c2
d4W

dx4
− ω2W = 0 . (13)

Suponiendo una solución de la forma W = Berx, se obtiene
su correspondiente polinomio caracterı́stico:

c2r4 − ω2 = 0 . (14)

A partir de (14) las soluciones para r están dadas por:

r1,2 = ±
√
ω

c
; r3,4 = ± i

√
ω

c
. (15)

La solución general de la ecuación (9) para W (x) es una
combinación lineal de la forma:

W (x) =

4∑
p=1

Bpe
rpx . (16)

Debido a que W(x) es una solución real y ω es real, es
posible escribir (16) como:

W (x) = C1cos(βx)+C2sin(βx)+C3cosh(βx)+C4sinh(βx)

(17)

en donde:

β =

√
ω

c
. (18)

Una notación conveniente empleada en el desarrollo de pos-
teriores cálculos es elevar a la cuarta potencia a β obteniendo:

β4 =
ω2

c2
=
ρAω2

EI
. (19)

Operando sobre (19) se obtiene:

ω = β2

√
EI

ρA
. (20)

Para calcular T (t) se procede de manera similar al desar-
rollo anterior a partir de (12) para la igualdad restante, con lo
que se puede encontrar:

T (t) = Acos(ωt) +Bsin(ωt) , (21)

donde las constantes C1, C2, C3, C4, A y B pueden calcularse
de las condiciones de frontera. W (x) representa al modo
normal o ecuación caracterı́stica.

B. Ecuación de viga con masa distribuida

Una forma de modelar una viga que se encuentra en
inmersión dentro de un lı́quido es a través del modelo de
masa distribuida. En este método se visualiza a la viga como si
estuviera conformada por dos materiales de distinta densidad,
siendo el más denso aquel que se encuentra sumergido dentro
del lı́quido. Con propósitos de análisis se hace uso del modelo
de referencia mostrado en la Fig. 3. A partir de este modelo
de referencia se pueden determinar las siguientes condiciones
de frontera:

w1(−lw) = w′
1(−lw) = w′′

1 (−lw) = w′′′
1 (−lw) = 0 . (22)

Las condiciones de frontera en el origen quedan establecidas
en las ecuaciones siguientes:

w1(0) = w2(0), w
′
1(0) = w′

2(0),

w′′
1 (0) = w′′

2 (0), w
′′′
1 (0) = w′′′

2 (0)
. (23)
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Fig. 3. Modelo de referencia para el método de masa distribuida.

La solución general dada por (17) toma la forma:

w1 = C11cos(β1x) + C12sin(β1x)+

+C13cosh(β1x) + C14sinh(β1x)

w2 = C21cos(β2x) + C22sin(β2x)+

+C23cosh(β2x) + C24sinh(β2x)

, (24)

en donde:

β4
1 =

(mt +mw)ω
2

EI
,

β4
2 =

(mt)ω
2

EI

. (25)

Los parámetros mt y mw corresponden con la masa equiv-
alente para el material de viga y del lı́quido en que ésta se
encuentra inmersa, respectivamente. Puede observarse que las
ecuaciones expresadas en (25) son el equivalente de (19), en
donde se ha substituido el valor de ρA por mt (parte seca de la
viga) y mt+mw (parte sumergida), respectivamente. Detalles
adicionales del método para el desarrollo de un modelo de
masa distribuida, que en este trabajo ha sido aplicado a la
estimación de nivel de lı́quido, pueden ser consultados en [15].

III. DESARROLLO EXPERIMENTAL Y SIMULACIÓN

La Fig. 4 muestra la implementación práctica del experi-
mento descrito en el presente trabajo. Los datos de vibración
son obtenidos con un acelerómetro triaxial. Las muestras
experimentales fueron adquiridas al permitir la vibración libre
de la viga al liberarla desde una posición lateral inicial con
diferentes niveles de lı́quido dentro del contenedor plástico. El
acelerómetro fue configurado para adquirir 5000 muestras/s
durante un intervalo de 8 s para fuerzas de -16 g a 16 g.
Los resultados de este experimento son comparados con la
simulación de viga en inmersión para determinar la consisten-
cia de los valores encontrados y se presentan en la siguiente
sección. Para realizar las simulaciones se hizo uso del software
COMSOL Multiphysics 5.1 para Windows [23]. Esta her-
ramienta proporciona un ambiente interactivo de trabajo que
permite realizar simulaciones de procesos fı́sicos tales como
deformaciones plásticas, mediciones hidrodinámicas, análisis
térmicos, etc. haciendo uso de diversos métodos numéricos,
y es actualmente una poderosa herramienta de simulación y
análisis por elemento finito [24]. El análisis empleado para
el desarrollo del presente trabajo es el de eigenfrecuencias
con método de elemento finito por medio del cual se estiman

Fig. 4. Dispositivo de adquisición para el análisis de vibración en vigas
inmersa.

Fig. 5. Interface entre los materiales que conforman el modelo de simulación
para la viga.

las vibraciones producidas en un cuerpo elástico cuando es
expuesto a un estı́mulo externo. La etapa de simulación fue
configurada para obtener las 10 primeras eigenfrecuencias del
modelo analizado. Con el objetivo de simular la presencia de
lı́quido en los confines de los diferentes cuerpos analizados,
se hizo uso del modelo de masa distribuida [15], [21]. En este
tipo de modelo, se simula el cuerpo bajo análisis como un
tubo compuesto de dos materiales con diferentes densidades.

En la región libre de lı́quido el material empleado posee
su densidad nominal, mientras que para la parte sumergida
en el lı́quido se usa una densidad mayor denominada en
COMSOL como densidad equivalente, de modo que la unidad
bajo estudio es analizada como un solo objeto formado por dos
regiones con distinta densidad. El nivel donde se produce el
cambio de densidad es ajustado mediante un parámetro global,
simulando el cambio de nivel de lı́quido en el que se encuentra
sumergido. La Fig. 5 ilustra el ejemplo para el caso de la viga
redonda.

En el experimento descrito se utilizaron tres modelos dis-
tintos: una viga redonda, un cilindro y un cono truncado
invertido. La Fig. 6 muestra la proyección ortográfica de los
modelos utilizados en las simulaciones. Las caracterı́sticas
fı́sicas de los contenedores utilizados en la simulación se
encuentran establecidas en los parámetros listados en la Tabla
I y sus valores correspondientes. El parámetro modificado
en la realización de las simulaciones es el nivel de lı́quido
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Fig. 6. Proyección ortográfica de los modelos empleados: a) Viga redonda
b) Contenedor cilı́ndrico c) Contenedor cónico.

TABLA I
PARÁMETROS DE SIMULACIÓN

Parámetro Valor
Altura libre total del modelo 0.3 m
Espesor de pared del modelo 0.002 m
Radio inferior (Contenedores) 0.018 m
Densidad del material de modelo 7717 kg/m3

Densidad del material equivalente; modelo con lı́quido 8717 kg/m3

Radio superior del cono truncado invertido 0.036 m
Módulo de Young para las paredes de modelo 205 x 109 Pa
Módulo de Poisson para las paredes del modelo 0.28

equivalente, es decir, el punto de interface entre los materiales
de distinta densidad. Este parámetro fue variado en el rango
ubicado entre 0.0 y 0.99, con lo cual se tiene un total de 100
puntos en un conjunto correspondiente de 10 eigenfrecuencias.

Durante este proceso se utilizó la interface de COMSOL
5.1 para MATLAB con el propósito de automatizar las tareas
descritas. El servidor de COMSOL para MATLAB permite
estabelecer un puente de comunicación entre ambos programas
mediante un modelo de operación cliente–servidor.

El programa principal de MATLAB, operando en modo de
cliente, realiza peticiones a COMSOL, con base en una serie
de configuraciones previas, a través de comandos enviados
por este enlace. La Fig. 8 ilustra un diagrama de flujo de la
serie de pasos que son ejecutados para obtener cada conjunto
de 10 eigenfrecuencias a través de la interface descrita. En
el diagrama puede observarse que en cada iteración se con-
figuran los parámetros globales de la simulación incluyendo
el nivel de lı́quido, y se obtiene como resultado un vector
correspondiente a los eigenvalores representativos de cada uno
de los modos de vibración. El valor de las eigenfrecuencias
correspondientes se obtiene al calcular la magnitud de cada
uno de los eigenvalores.

IV. RESULTADOS

En la Fig. 7 se muestran los resultados obtenidos a través del
desarrollo experimental descrito, comparados con los resulta-
dos de la simulación en COMSOL en los dos primeros modos
de vibración para el caso de la viga en inmersión. La tabla II
muestra el error RMS normalizado y porcentual entre ambos
resultados los cuales permiten hacer una valoración sobre la
consistencia de los mismos. El modelo de viga inmersa se
utilizó para llevar a cabo los diseños de geometrı́a y malla

Fig. 7. Valores experimentales y de simulación para primero y segundo modo
de vibración; modelo de viga inmersa

TABLA II
ERROR RMS ENTRE RESULTADOS DE SIMULACIÓN Y EXPERIMENTALES

PARA LA VIGA DELGADA EN INMERSIÓN

Modo de vibración error error
RMS RMS(%)

primero 0.0012 3.60
segundo 0.0010 2.33

propios de la simulación por elemento finito en COMSOL. En
la Tabla III se muestran las diez eigenfrecuencias correspon-
dientes a las vibraciones generadas con el recipiente en nivel
cero de llenado en cada uno de los tres modelos bajo estudio.
La información contenida en la tabla corresponde con la
vibración de cada uno de ellos en el denominado primer modo
longitudinal. La Fig. 9 muestra la deformación longitudinal
asociada al primer modo de vibración para los tres modelos.
La Fig. 10 muestra las eigenfrecuencias no longitudinales
(axiales y de compresión), ası́ como el efecto combinado de la
vibración longitudinal con la axial correspondientes al modelo
del contenedor cónico. La Fig. 10 muestra deformaciones
longitudinales correspondientes al segundo modo de vibración
para los tres modelos.

Con el propósito de observar el comportamiento de los cua-
tro primeros modos de vibración longitudinales con respecto al
nivel de lı́quido, se obtuvieron las gráficas de desplazamiento
de frecuencia normalizada contra nivel, correspondientes a
las eigenfrecuencias de deformación longitudinal equivalentes.
Los resultados obtenidos para los tres diferentes objetos eval-
uados en la simulación se muestran en las Figs. 12-15. En la

TABLA III
FRECUENCIAS DE LOS 10 PRIMEROS MODOS DE VIBRACIÓN EN NIVEL

CERO DE LLENADO

Modo Viga (Hz) Cilindro (Hz) Cono (Hz)
1 16.743 373.82 335.16
2 16.787 373.84 335.17
3 104.92 2101.0 1302.2
4 105.20 2101.1 1303.8
5 293.72 2671.5 1634.5
6 294.55 4273.5 2245.2
7 575.43 4622.0 2248.7
8 577.14 4624.5 2414.1
9 950.92 4750.6 2414.1
10 953.92 4752.8 3406.3
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Fig. 8. Diagrama de bloques de funciones ejecutadas a través del servidor
de COMSOL para MATLAB.

Fig. 9. Deformación longitudinal correspondiente al primer modo de vi-
bración: a) Viga redonda b) Contenedor cilı́ndrico c) Contenedor cónico.

Fig. 10. Eigenfrecuencias correspondientes a deformaciones no longitudi-
nales. a) deformación axial b) deformación de compresión c) deformación
longitudinal y axial.

Fig. 11. Deformación longitudinal correspondiente al segundo modo de
vibración. a) Viga redonda b) Contenedor cilı́ndrico c) Contenedor cónico.

Fig. 12. Desplazamiento de frecuencia vs nivel de lı́quido en el primer modo
de vibración longitudinal.

Fig. 12 se puede notar que el desplazamiento de frecuencia
del primer modo de vibración longitudinal en relación al nivel
de lı́quido para los tres tipos de contenedores no muestra
un cambio significativo. Las Figs. 12, 13 y 14 muestran los
resultados obtenidos a través de una evaluación similar con los
modos 2, 3 y 4, en donde se observa un desplazamiento mayor
para el caso del contenedor cónico, sin embargo, la forma
de las curvas presenta un comportamiento similar haciendo
evidente las denominadas ”zonas de meseta”, semejantes a las
obtenidas a través del modelo de viga con masa distribuida.

La Tabla IV contiene una comparación entre los errores
RMS y su equivalente porcentual para el caso de los cuatro

Fig. 13. Desplazamiento de frecuencia vs nivel de lı́quido en el segundo
modo de vibración longitudinal.
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Fig. 14. Desplazamiento de frecuencia vs nivel de lı́quido en el tercer modo
de vibración longitudinal.

Fig. 15. Desplazamiento de frecuencia vs nivel de lı́quido en el cuarto modo
de vibración longitudinal.

modos de vibración para los tres tipos de contenedor estudia-
dos. El error RMS es calculado de acuerdo con (26):

eRMS =

√∑N
i (xsi − xti)2

N
, (26)

donde xsi representa el valor de desplazamiento de frecuencia
obtenido en la simulación, xti representa el valor de la
curva teórica estimada a través del modelo de viga para el
desplazamiento de frecuencia en dicho punto, i = 1, 2, ...99
representa el nı́vel de lı́quido. La estimación porcentual del
error se obtiene de acuerdo con (27):

eRMS% =
eRMS

max(xt)−min(xt)
. (27)

TABLA IV
ERROR RMS; DESPLAZAMIENTO DE FRECUENCIA CONTRA NIVEL DE

LÍQUIDO

Modo Viga Contenedor Contenedor
delgada cilı́ndrico cónico

eRMS eRMS eRMS eRMS eRMS eRMS

% % %
Primero 2.27E-6 0.004 4.0E-4 0.70 5.2E-4 0.92
Segundo 3.66E-6 0.006 1.3E-3 2.36 3.1E-3 5.36
Tercero 4.53E-6 0.008 2.1E-3 3.70 5.4E-3 9.5
Cuarto 5.02E-6 0.008 1.3E-3 2.20 3.9E-3 6.74

V. CONCLUSIONES

Se observan tres tipos de vibraciones en los objetos analiza-
dos: longitudinal, axial y de compresión, ası́ como combina-
ciones de las vibraciones longitudinal y simétrica. La viga solo
posee modos de vibración longitudinales perpendiculares entre
sı́, mientras que el contenedor cilı́ndrico y el cónico presentan
modos de vibración axial, de compresión y combinado. Al
realizar una comparación de los modos de vibración longitu-
dinales se encuentra una correlación de datos, independiente-
mente de la forma del contenedor, resaltando el hecho de que
los primeros modos de vibración presentan mayor similitud
entre sı́ que los modos posteriores. Los resultados encontrados
permiten concluir de manera global que la información de
los modos de vibración de una viga se encuentra presente
en contenedores tridimensionales con simetrı́a axial, pudiendo
usar la teorı́a de vigas para la modelación de contenedores
tridimensionales orientado a la medición de nivel de lı́quidos.
Se observa que los modos de vibración proporcionan infor-
mación para la estimación de nivel, con errores mı́nimos
ubicados en el primer modo de vibración longitudinal. Si
bien el error porcentual incrementa en los modos posteriores,
estos podrı́an contener información adicional de valor al ser
analizados en conjunto. Los resultados muestran también que
el patrón de desplazamiento de frecuencia vs nivel de lı́quido
para los modos de vibración analizados se mantiene solo con
pequeños cambios con independencia del tipo de contenedor,
siendo mas notorias las diferencias con respecto al contenedor
cónico Este comportamiento es un indicador de la posibil-
idad de emplear el modelo de viga delgada de Bernoulli-
Euler como una aproximación de los contenedores cilı́ndricos.
La comparación de los resultados obtenidos a partir de los
modelos matemático y computacional, y el patrón común del
comportamiento espectral de los modos de vibración en viga
inmersa, permiten concluir sobre la pertinencia de su uso
orientado a la medición de nivel en contenedores, como base
para el desarrollo de un prototipo experimental. Se plantea
como trabajo posterior el análisis simultáneo de datos a través
de diversos esquemas, incluyendo la posibilidad de utilizar
técnicas de inteligencia computacional.
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