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Analytical Expression for the Bit Error Rate of a

Filtered Multitone Modulation Scheme (FMT)
through a Multipath Fading Channel

Mauricio Ramirez, Angélica Serna, and Susana Molano

Abstract—This article proposes a mathematical expression for
the calculation of the bit error rate (BER) in a filtered multitone
modulation scheme (FMT) when the transmission is carried
out through a stationary multipath fading channel, assuming a
perfect knowledge of that channel. The numerical results using
Monte Carlo simulation are very similar to the results obtained
from the proposed mathematical expression, especially when the
number of tones is large enough to guarantee a flat behavior of
the channel on each tone. The expression applies to any order
M of the M-QAM modulation used on each tone.

Index Terms—Filtered Multitone, M-QAM, Bit Error Rate,
Multipath Fading Channel, ISI.

I. INTRODUCCION

uando se transmite informacién digital a través de cana-

les con ruido blanco aditivo Gaussiano (AWGN: Additive
White Gaussian Noise), el desempefio mejora exponencial-
mente con el incremento de la relacion seiial a ruido (relacién
energia de bit a densidad espectral de potencia de ruido
(Ev/No)) [11, [21, [31, [41, [5], esto se debe a que la variable
de decision generada en el receptor depende exclusivamente
del simbolo transmitido y del ruido. Por su parte, cuando la
transmisién se lleva a cabo a través de un canal con des-
vanecimiento selectivo en frecuencia, la variable de decision
generada en el receptor depende, no solo del simbolo actual
y del ruido, sino de otros simbolos transmitidos en otros
instantes. Este fendmeno se conoce como interferencia inter-
simbolo (ISI: Intersymbol interference) [6], y se considera el
fendmeno mdés degradante en los sistemas de comunicacién
digital. A diferencia de lo que sucede con el ruido, el efecto
de 1a ISI no se corrige aumentando la relacién Ej, /Ny, pues
los simbolos interferentes aumentan en la misma medida que
lo hace el simbolo deseado (La ISI no puede tratarse como
una fuente de ruido adicional). Cuando la sefial que llega
al receptor estd afectada por ISI, la curva de tasa de error
de bit (BER: Bit Error Rate) vs E,/N se estanca alrededor
de un valor conocido como BER irreducible, el cual, en
muchos casos, es lo suficientemente alto como para considerar
inoperante al sistema de comunicacién. En ese sentido, el
problema de minimizar el impacto de la ISI es un tema de
investigacion que concentra gran interés en la actualidad [7].
Existen varios enfoques para combatir los efectos de la ISI
en los sistemas de comunicacién actuales, uno de ellos es la
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ecualizacion directa, la cual consiste en eliminar (o reducir)
la ISI directamente a partir de operaciones algebraicas sobre
la secuencia de observaciones disponibles en el receptor [6].
Otro de los enfoques es el uso de diversidad en uno o varios
dominios de manera simultdnea; con ello es posible combinar
las diferentes versiones recibidas de la sefial original y tomar
la mejor decision, basada en la redundancia [2], [8]. El otro
enfoque es la modulacién multiportadora, la cual consiste en
dividir el espectro de la sefial a transmitir en un conjunto
de sub-espectros mds angostos, de tal manera que cada uno
de esos sub-espectros perciba un canal con desvanecimiento
plano (distorsién despreciable) [1], [3], [8], [9], eliminando
virtualmente la ISI. En ese sentido, la modulaciéon multitono
filtrado (FMT: Filtered Multitone) es un esquema de modula-
cion digital multiportadora que consiste en generar espectros
limitados en banda alrededor de cada sub-portadora, de tal
forma que dichos espectros no se traslapen. La mayoria de los
trabajos relacionados con FMT disponibles en la literatura se
enfocan en hacer un andlisis de desempeno sobre diferentes
tipos de canales con desvanecimiento, y suelen hacer compa-
raciones con la multiplexacién por divisién de frecuencia orto-
gonal (OFDM: Orthogonal Frequency Division Multiplexing),
sin embargo, existen pocos trabajos enfocados en deducir
analiticamente las expresiones para la probabilidad de error
en funcién de la relacién Ej/Ny. Dentro de los trabajos
destacados, en [10] se deducen los limites de desempeifio de la
modulacién multiportadora sobre canales con desvanecimiento
selectivo en frecuencia y variables en el tiempo, mientras que
en [11] se hace un célculo exacto de la cota de desempeiio con
filtraje acoplado para modulacién multitono sobre el mismo
tipo de canal. En ambos casos se hacen las deducciones
utilizando deteccidén 6ptima de maxima verosimilitud. Por
su parte, en [12] se hace un estudio del desempefio de la
modulacién FMT sobre canales con desvanecimiento selectivo,
tanto en frecuencia como en tiempo, empleando diferentes
formas de pulso tales como el pulso seno cardinal (sinc),
el raiz de coseno alzado y el pulso Gaussiano. También se
obtienen expresiones cuasi cerradas para la relacion sefial
a interferencia (SIR: Signal to Interference Ratio). En [13]
también se considera la modulacion FMT sobre canales con
desvanecimiento selectivo en frecuencia y variantes en el
tiempo. En este trabajo se hacen medidas de la interferencia
causada por el cardcter dispersivo del canal bajo diferentes
condiciones de desvanecimiento, y se hace un andlisis de la
relacién portadora a interferencia promedio (CIR: Carrier to
Interference Ratio) para demostrar el compromiso que existe
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entre la eficiencia espectral y el desempefio del sistema. Los
resultados se comparan con los obtenidos en OFDM bajo las
mismas condiciones de canal. En [14] se hace un analisis
comparativo de desempefio de varias técnicas de modulacién
multiportadora comunmente usadas en comunicaciones de
radiofrecuencia. Se muestra que la BER obtenida con OFDM
con prefijo ciclico (CP-OFDM: Cyclic Prefix - OFDM) es
mejor a la obtenida con otros esquemas tales como OQAM
multiportadora con banco de filtros (FBMC-OQAM: Filter
Bank Multi Carrier - Offset QAM) y FMT, incluso cuando
la sefial CP-OFDM ha sido filtrada para lograr un mayor
confinamiento espectral.

En general, la mayoria de los trabajos en el drea parten de
un desconocimiento a priori del estado del canal, por lo que
asumen que los factores multiplicativos que acompafan a los
simbolos que introducen ISI son cantidades aleatorias (con
distribucién normal compleja). Asi, se obtienen expresiones
para la probabilidad de error que corresponden a un promedio
de todas y cada una de las realizaciones de dicho canal.
Si bien, estas expresiones muestran la tendencia general de
la BER, no son muy precisas a la hora de describir el
desempefio sobre realizaciones particulares del canal, pues
existe una amplia y variada cantidad de casos. En ese sentido,
la principal contribucién de nuestro articulo es la deduccién
de una expresiéon de probabilidad de error en funcién de
las condiciones particulares de propagacion presentes en el
canal multitrayecto, partiendo de la premisa de que se conoce
perfectamente el estado del canal y de que éste es invariante en
el tiempo. Lo anterior hace que la expresion de probabilidad
de error obtenida en este articulo constituya una estimacién
muy acertada de la BER real del sistema de comunicacidn.
Adicionalmente, el articulo busca brindar claridad conceptual
acerca del funcionamiento de la modulacion FMT mediante
una explicaciéon detallada y sencilla de cada uno de los
procesos llevados a cabo, tanto en el transmisor, como en el
receptor, haciendo que los resultados sean féciles de replicar.

El articulo estd organizado de la siguiente manera: en la
seccién II se plantea el modelo del sistema de comunicacion,
en la seccion III se hace la deduccién de la probabilidad de
error en funcién de la relacién Ep/Ny. En la seccién IV se
muestran los resultados de las simulaciones y su respectiva
comparacion con la expresion deducida en III y en la seccion
V se finaliza el articulo con algunas conclusiones y sugerencias
de trabajos futuros.

II. FUNDAMENTOS DE LA MODULACION FMT

En Fig.1, Fig.2 y Fig.3 se presentan respectivamente los
diagramas en bloques del transmisor, del canal y del receptor.

El mensaje a transmitir estd representado por la secuencia
de simbolos complejos {si; k € Z}, los cuales pertenecen a
una misma constelacion M-QAM. El tiempo transcurrido entre
simbolos consecutivos se supone constante y se simboliza
con 7. La modulacién multitono consiste en segmentar el
mensaje en N bloques de simbolos, donde cada bloque se
transmite sobre una porcion diferente del espectro. En ese
sentido, se requieren /N portadoras sinusoidales, denotadas con
{fi;i=1,2,...,N} y N filtros conformadores de pulso con
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Fig. 1. Transmisor FMT.

Fig. 2. Canal multitrayecto simple.

respuesta al impulso p(¢). La modulacién multitono filtrada,
FMT, se caracteriza porque los espectros alrededor de cada fre-
cuencia portadora, denominados de ahora en adelante tonos, no
se traslapan entre si. El bloque de simbolos transmitido a través
del tono i-é€simo se denota con {s,(;); keZ,i=1,2,...,N}.
Asf, la sefial transmitida por el tono ¢-ésimo tiene la forma:

z(t) = Re | V2e/2 3" sp(t — kNT)|, (1)
k

donde Rel‘] es el operador de parte real [1], [4]. Luego, la
sefal FMT transmitida, estd dada por:

N .
a(t) =Y aW(t). 2)
i=1

Los filtros conformadores deben asegurar tonos limitados
en banda y las portadoras deben garantizar que los tonos
no se traslapen. En ese sentido, p(t) puede ser un filtro raiz
cuadrada de coseno alzado (SRRC: Square root raised cosine),
con factor de roll-off 5 y ancho lobular NT', lo que obliga a
que la diferencia entre portadoras consecutivas sea mayor o
igual al ancho de banda de cada tono, esto es:

Af=fi—fi-1> #,i =2,3,...

Usando la separaciéon minima entre portadoras, la eficiencia
espectral del sistema FMT no se ve comprometida en relacion
a un sistema de portadora unica, pues el ancho de banda
ocupado por la sefial transmitida es B = NAf = (1+5)/T.
Al transmitir la sefial x(t) a través de un canal con desva-
necimiento multitrayecto, caracterizado por una respuesta al

N 3)
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Fig. 3. Receptor FMT.

impulso h(t) y un proceso de ruido z(t), se obtiene la sefial
a la entrada del receptor, esto es:

() = 2(t) * h(t) + 2(1), @)

<

donde * es el operador de convolucidn, y z(t) es ruido AWGN
de media cero y varianza por dimensién o2 = Ny/2 [1], [4].
Asi mismo, el espectro de la sefial de entrada al receptor, estd
dado por:

Y(f) = X(HH) + Z(f), (5)
donde X (f) es el espectro de la sefial transmitida, H(f) es
la respuesta en frecuencia del canal y Z(f) es el espectro del

ruido. Considerando (2), el espectro de la sefial transmitida
puede expresarse como:

N
X(f) = Z X9, 6)

donde X () ( f) es el espectro de la sefial transmitida en el
i-ésimo tono. Retomando (5) se tiene que:

N
Y(f) =2 YO
= N N

=H()D X +> 29 (7)

=1 i=1

(XONH) +295)]

1

N
i=
donde Y () (f) es el espectro de la sefial recibida en el i-ésimo

tono y Z(f) el espectro del ruido en dicho tono. En ese
sentido, es posible afirmar que:

YO (f)y = XD(HH(f) + ZD(f). (8)

En Fig. 4 se muestra el espectro de la sefial FMT vy el
espectro de salida del canal cuando se transmite a través de
un canal multitrayecto con un camino directo y un camino
reflejado cuya ganancia es 0.5 veces la del rayo directo, y
cuyo retardo es 1.57 respecto al rayo directo. La sefial ha
sido generada empleando 32 tonos y filtros SRRC con roll-off
de 0.5.
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Fig. 4. Espectro FMT a la entrada y salida de un canal multitrayecto.

Si el nimero de tonos, NNV, es suficientemente grande para
asegurar que las variaciones de H(f) alrededor de f; sean
despreciables!, se puede hacer la siguiente aproximacién:

YO (f) = H(f) XD(f) + ZD(f). ©9)

Como H(f;) es aproximadamente constante sobre la ban-
da ocupada por X (i)( f), al aplicar transformada inversa de
Fourier a ambos lados se tiene que:

y () ~ H(f)2D(t) + 29 (1),

donde y¥(t) y 2((t) son las transformadas inversas de
Fourier de Y (f) y Z(f), respectivamente. A partir de
la sefial recibida en el tono i-ésimo, es necesario crear una
variable de decision, u,(;), para realizar una estimacidn acerca
del simbolo transmitido en el instante &, sobre el tono 7. Dicha
variable se obtiene de la siguiente forma:

(10)

uf) :/ V232 Fity (1\p(t — kNT)dt. (11)

Esta operacién es equivalente a multiplicar la sefal recibida
por una sinusoide de la misma fase y frecuencia que la usada
en el tono 7 (demodulacién coherente), para luego filtrar con
p(—t) (filtro acoplado) y muestrear una vez cada T' segundos
en el instante 6ptimo [1], [4] (ver Fig. 3). De esa manera, la
variable de decisiéon queda como:

w! ~ H(f)s + ), (12)

donde w,(;) = [70 V2e 12 ity (t)p(t — kNT)dt es el ruido
filtrado sobre el i-€simo tono, en el instante k. Dicho ruido
corresponde a una variable aleatoria normal con media cero
y varianza 02 = Ny/2. Como puede observarse en (12),
ademds del ruido, la variable de decision estd afectada por
la respuesta del canal en la frecuencia del tono, lo que quiere
decir que el sistema estd libre de ISI, a pesar del caricter

La cantidad de tonos necesaria para considerar que la respuesta del canal
es aproximadamente plana sobre cualquiera de los subcanales tiene que ver
con la dispersion de retardo del canal (delay spread). Especificamente, si Trm s
es la dispersion de retardo rms del canal, se debe cumplir que el periodo de
simbolo de cada tono debe ser mucho mayor que Trm, s, esto es: NT >> Trms.
Para efectos practicos, se puede considerar que la condicién de planicidad se
satisface si NT > 107rms [15].
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Fig. 5. Diagramas de constelacion recibidos en cada tono.

dispersivo (selectivo en frecuencia) del canal. Sin embargo, si
se intenta tomar la decisioén a partir del valor de u,(;), se corre
un alto riesgo de equivocacidn, pues el factor multiplicativo
del canal, H(f;), modifica los umbrales de decision. En Fig.
5 se muestran los diagramas de constelacidn recibidos sobre
16 tonos (N = 32), cuando se usa modulaciéon 4-QAM, y
el correspondiente efecto del canal, el cual se traduce en una
rotacion de la constelacion respecto a su forma original.

En ese sentido, es necesario redefinir la variable de decision
con el propdsito de no alterar los umbrales de decision origi-
nales (y, por ende, no aumentar la complejidad del receptor).
De esa forma, se establece la nueva variable de decision, 11,(;),
como: _ _

NOm z(f) I

Asi, se consigue un efecto de des-rotacién de las conste-
laciones sobre cada uno de los tonos. Una consecuencia de
tomar la decisién con base en v,(j) es la modificaciéon de
la intensidad del ruido [16], es decir, si |H(f;)| > 1, el
ruido resultante tendrd menor varianza, lo que favorecerd las
decisiones correctas. Por el contrario, si [H(f;)| < 1, el ruido
se hard mas intenso y el sistema estard mas propenso a errores.
Geométricamente, cuando |H(f;)| > 1, los puntos de la
constelaciéon lucen menos dispersos, contrario a lo que ocurre
cuando |H(f;)| < 1. En Fig. 6 se observan los diagramas
de constelaciéon obtenidos después de compensar el factor
multiplicativo del canal sobre cada uno de los tonos. Como
se puede ver, los diagramas de constelacidon resultantes se
asemejan a las constelaciones tipicas 4-QAM, con diferentes
varianzas de ruido sobre cada tono, tal como se indica en (13).

13)

III. PROBABILIDAD DE ERROR DE LA MODULACION
FMT

La probabilidad de error de simbolo, Pr{e}, se define como
la probabilidad de que el simbolo detectado por el receptor en
el instante k, S, no coincida con el simbolo transmitido en
ese mismo instante, [1], [2], [3], [4], [8] esto es:

Pri{es} =Pr{sx #sp} =1—-Pr{sp =sr}. (14)
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Fig. 6. Diagramas de constelacion recibidos en cada tono después de
compensar el factor multiplicativo del canal.

El esquema FMT divide por igual la informacién en N
tonos excluyentes. Por tanto, el evento €, se puede expresar
de la siguiente manera:

N
€S:ESHQ=€SD<UD1'>7
i=1

donde  es el espacio muestral (universo) y D; es el evento
de transmitir por el tono i-ésimo. Aplicando la ley distributiva
de la interseccion sobre la union [17], se tiene:

5)

N

ESZU(EsﬂDi).

i=1

(16)

Dado que los IV tonos son excluyentes, al aplicar el opera-
dor de probabilidad a ambos lados y posteriormente la regla
de la cadena [17], se tiene que:

Pr{e;} =Pr { U (esN Di)}

i=1

N
=Y Pr{e,ND;} (17)
=1

— Z Pr{D;} Pr{e,|D;}.

Como la informacién se divide equitativamente en los N
tonos, Pr{D;} =1/N,i=1,2,..., N, por tanto:
1
Pr{e} = N ;Pr{slei}, (18)
donde Pr{es|D;} es la probabilidad condicional de cometer
un error al transmitir por el tono i-ésimo. Dicha probabilidad
condicional es equivalente a:

Pr{c,|D;} = Pr{s") # s} =

donde §S) es el simbolo detectado por el receptor en el instante
k, sobre el tono i-ésimo. El valor de Pr{e,|D;} depende de
varios factores, entre ellos la forma de la constelacion usada

en el i-ésimo tono, la varianza de ruido y la respuesta del canal

Pr{sm = sk)}, (19)
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sobre ese tono. Por tanto, para calcular Pr{e;|D;} se puede
usar la siguiente aproximacion:

d;
Prie.lD) =@ (51 )

K2

(20)

donde d; es la distancia minima de la constelacion, o; es la
desviacién estdndar de ruido y ; es el nimero promedio
de vecinos de cada simbolo de la constelacién usada para
transmitir sobre el tono i-ésimo [1], [3], [4], [5]. Ademas,
Q(.) representa la funcién complementaria de distribucién
acumulativa normal estandar, la cual estd dada por [17]:

e %24y

Q(x) 1)

“ 75

Si A; {agi ,aé)7...,a§\?} es la constelacion de M;

simbolos usada para transmitir sobre el tono i-ésimo, la
distancia minima se obtiene como:

d; = min |al) —a(|, (22)
m#n
Por su parte, la varianza de ruido sobre el tono i-ésimo se
obtiene como [16]:
( ) N,
= Var 1 = 0

2
g;

77 |~ AHP )

Por tanto, la expresién para la probabilidad de error de
simbolo de la modulacién FMT queda como:

R i|H(fi)|
Prie} ~ N ;%Q <\/m> ‘

Expresando la distancia minima en términos de la energia
promedio de bit, se tiene que:

d12 = szzgl)»

(24)

(25)

donde Eéz) es la energia promedio de bit de la constelacion
usada en el tono i-ésimo y p; es una constante de propor-
cionalidad que relaciona a la distancia minima con la energia
promedio de bit de dicho tono. La energia promedio de bit en
el tono i-ésimo estd dada por:

(i) _ B
b logy M;
Ells” |’
- log2 M; (26)
10g2 Z|a(z)| Pr{s =all,

donde BV = E[\sg) |2] es la energia promedio de simbolo de
la constelacién usada en el tono i-ésimo y E[] es el operador
de valor esperado. Asi, la probabilidad de error de simbolo,
en términos de la relacién Fy /Ny de cada tono, queda como:

(1)

Pr{e,} ~ — Z wQ [\ 1H(FPE @7)

En la Tabla I se presentan los valores del pardmetro p; para
algunos tipos de constelacién comunes (Asumiendo simbolos

TABLA 1
VALORES DEL PARAMETRO p; PARA ALGUNAS CONSTELACIONES

COMUNES.

Constelacion  p; = d?/ E;”

BPSK 4

4-QAM 4

8-PSK 3(2 - V2)

16-QAM 8/5

64-QAM 47

equiprobables) [5]. Finalmente, aplicando un mapeo Gray so-
bre cada constelacion, la probabilidad de error de bit, Pr{e;},
queda expresada como:

‘2 i E(l)

(fi) (28)

N

1 Vi
Pricte =S — 1
r{en} N;logzMiQ |

En general, para una potencia de transmisién fija P, las
energias promedio de simbolo y de bit satisfacen la siguiente
relacion:

(@)
NT Z NT Z E,Y logy M (29)
Particularmente, cuando se utiliza el mismo esquema de
modulacién y la misma relacién E,/Ny en cada tono, la
expresion de la probabilidad de error de bit toma la forma:

Pre} ~ o MZQ< fz)|2pEb>

0 pT|H(fi)|*> P
”Nlog2M§Q< )

2loga M Ny

Es importante aclarar que (30) es una expresién aproxi-
mada para la probabilidad de error, con una precisiéon que
se incrementa conforme NN tiende a infinito. No obstante,
cuando el nimero de tonos es suficientemente grande, se
espera que la expresién se ajuste bastante bien a la BER
obtenida por simulacién, especialmente cuando la relacion
Ey /Ny toma valores relativamente grandes. Por otro lado, la
expresion cobra validez una vez que se conoce la realizacién
del canal, es decir, el conjunto particular de coeficientes
complejos {H(f;),i = .. N}. En ese sentido, (30)
corresponde a una probabilidad condicional de error, dada
una realizacién particular del canal®>. Si en lugar de tener
informacion exacta del estado del canal (CSI: Channel State
Information) se tiene un conjunto de coeficientes estimados
{H'(fl),z =1,2,..., N}, adn es posible utilizar la (30) para
describir el desempefio del sistema. Sin embargo, en este caso,
la expresién ya no funciona como el valor asintético al que
tiende la BER, sino como su cota inferior. Asi mismo, al
utilizar los coeficientes estimados en lugar de los verdaderos
en el proceso de ecualizaciéon de (13), se llegaria a unos
diagramas de constelacion similares a los de la Fig. 6, pero

30)

2En este articulo, los coeficientes {H(f;)} no se tratan como variables
aleatorias sino como parametros del canal, por lo que no se consideran
distribuciones de probabilidad tales como Rice, Rayleigh o Nakagami para
describir su magnitud.
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con una ligera rotacién, consecuencia del error de estimacion
cometido.

A. Ejemplo

Supdngase que se emplea el mismo esquema de modulacién
M-QAM vy la misma relacién Ej/Nj en cada tono, y que la
transmisién se lleva a cabo a través de un canal multitrayecto
con un rayo directo (de ganancia relativa 1) y un rayo reflejado
(de ganancia relativa « y retardo relativo 7). Asi, la respuesta
al impulso y la respuesta en frecuencia del canal estdn dadas
respectivamente por:

h(t) = d(t) + ad(t — 7).
H(f) =14 ae ¥4,

€29
(32)

Ademds, los valores de p y ~ correspondientes a una
constelacion M-QAM son [1], [4], [5]:

1
7:4<1—m). (34)

Teniendo en cuenta que para este tipo de canal
|H(f)| = /14 2acos(2r7f) + a2, la expresién para la pro-
babilidad de error de bit de la modulacién FMT se convierte
en:

4 1
Pr{ey} %NlogQM (1 - \/M) X
N
. . 2
;Q ([1 + 2acos(2nT f;) + o] M1 N,
(35

6log2MEb>

IV. RESULTADOS NUMERICOS

En esta seccién se presentan los resultados de desempefio
obtenidos por simulacidén sobre cuatro canales multitrayecto.
Los esquemas FMT evaluados utilizan la misma constelacién
M-QAM vy la misma relacién E}/Ny en todos los tonos. En
cada una de las graficas presentadas se muestra la curva de
desempefio (obtenida por simulacién) junto con las corres-
pondientes curvas tedricas de probabilidad de error deducidas
en la seccién III. Para efectos de comparacién, también se
muestran las curvas de desempefio (obtenidas por simulacién)
de los esquemas de modulacién M-QAM cuando se hace la
transmisién con portadora tnica. En la Tabla II se resumen las
especificaciones de cada escenario de simulacion.

En Fig. 7, Fig. 8, Fig. 9 y Fig. 10, se muestran respecti-
vamente las graficas de desempefio de los esquemas FMT 4-
QAM y FMT 16-QAM cuando la transmision se lleva a cabo a
través de los canales multitrayecto indicados en la Tabla II. Los
resultados muestran una evidente mejora en la tasa de error
de bit (BER) cuando se usa FMT sobre canales dispersivos
(con multitrayecto), sin embargo, en ningin caso se alcanza
la probabilidad de error tedrica correspondiente a un canal
AWGN, esto se debe al efecto de realce de ruido en el que
se incurre al usar la nueva variable de decision 11,(:) en (13)
para estimar el mensaje. Por ejemplo, en el canal multitrayecto
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TABLA 11
CONFIGURACION DE LAS SIMULACIONES.

Nimero de tonos 32
Filtro conformador SRRC con roll-off 0.5
Constelaciones usadas 4-QAM y 16-QAM
Numero de rayos del canal multitrayecto 2 (Directo y reflejado)
Combinaciones («, 7) simuladas (0.5,0.75T), (0.5,1.5T),
(0.8,0.75T), (0.8,1.5T)
32000 por cada valor de
Ey/No
f c=2 / T

Numero de simbolos transmitidos

Frecuencia portadora

BER

O 4-QAM serial

O 4QAMFMT
4-QAM FMT teérico
+  16-QAM serial
+ 16-QAM FMT
— — —16-QAM FMT tedrico

Eb/No (dB)

Fig. 7. Desempeiio de FMT sobre un canal multitrayecto con o =0.5 y
T =0.75T.

a =0.5, 7 =1.5T, la ganancia de procesamiento lograda
con FMT 4-QAM respecto a 4-QAM es aproximadamente
3dB (para una BER = 1073), mientras que la diferencia de
desempeiio respecto al canal AWGN es de 1.7dB. Asi mismo,
la ganancia de procesamiento de FMT 16-QAM respecto a
16-QAM es infinita, mientras que la diferencia de desempefio
respecto al canal AWGN es de 3.6dB (para una BER = 1073).

Por otro lado, se observa la gran similitud que existe entre
la probabilidad de error de bit deducida analiticamente en
la seccién III y la BER obtenida por simulacién en los 4

10°
& o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ +
10,15 %"“’l“ﬁ\ + 4+ 4+ o+ 4
§-q
%2 0 o
2 +
10°F
0 qoak
@ 10
4L O 4-QAM serial
10 O  4-QAMFMT
4-QAM FMT teérico [e)
+  16-QAM serial
105E +  16-QAM FMT
— — — 16-QAM FMT teorico
10 : :
0 5 10 15

Eb/No (dB)

Fig. 8. Desempefio de FMT sobre un canal multitrayecto con o« =0.5 y
T =1.5T.
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10°

A~ 4
10 El' + =
[any
L
[}
3~
102 O 4-QAM serial -~
O  4-QAMFMT ¢
4-QAM FMT teédrico
+  16-QAM serial
+ 16-QAM FMT D
— — —16-QAM FMT teérico
10 ! ;
0 5 10 15
Eb/No (dB)

Fig. 9. Desempeiio de FMT sobre un canal multitrayecto con ov =0.8 y
T =0.75T.

BER

o

2 4-QAM serial
10 o

4-QAM FMT

4-QAM FMT teérico
+  16-QAM serial
+ 16-QAM FMT

— — —16-QAM FMT tedrico

10 ! !
0 5 10 15

Eb/No (dB)

Fig. 10. Desempefio de FMT sobre un canal multitrayecto con o =0.8 y
T =1.5T.

escenarios. Dicha similitud demuestra, no solo la validez de
las expresiones deducidas en la seccién III, sino el hecho de
que el nimero de tonos usados (/N=32) es adecuado para la
transmisién a través de los canales multitrayecto sefialados.
Para constatar numéricamente el parecido entre la expresion
de probabilidad de error de (30) y la BER, se calcula el error
medio absoluto porcentual (MAPE: Mean Absolute Percentage
Error), el cual estd dado por [17]:

" |BER, — Pr{ey},

1
MAPE(%) =1 =
(%) =100 x 7 BER, ,

(36)
=1

donde BER; es la BER obtenida en el [-ésimo valor de
Ey /Ny simulado y Pr{ey}; es la expresién de probabilidad
de error evaluada en dicho valor de E;,/Ny. El cdlculo se
hace considerando L valores equiespaciados de Ej,/Ny. En la
tabla III se muestran los resultados correspondientes al MAPE
obtenidos en cada una de las simulaciones consideradas. En
algunos casos, los valores del MAPE son relativamente eleva-
dos (cercanos al 20 %), sin embargo, es importante aclarar que
la expresion de probabilidad de error deducida en este articulo
corresponde a la tendencia asintdtica que experimenta la

649
5 FMT 4-QAM con Eb/No=10dB, a=0.5
10" T T T T T
% FMT
FMT tedrico
o
a0 3
108 3
10710 L L L L L L L
0 05 1 1.5 2 25 3 35 4
/T
Fig. 11. Desempefio de FMT 4-QAM en funcién de 7 con o =0.5 y
Ey/No = 10dB.

curva de BER cuando la E}, /Ny toma valores arbitrariamente
grandes. Por esa razén, la precision aumenta en la medida que
crece Ey,/Np.

TABLA 111
VALORES DEL ERROR MEDIO ABSOLUTO PORCENTUAL (MAPE).

Escenario FMT 4-QAM  FMT 16-QAM
a= 0.5, 7=0.75T 7.23% 15.34 %
a=0.5,7=15T 6.42 % 15.12%
a=0.8, 7=0.75T 12.14% 21.56 %
a=038,7=15T 11.47 % 19.77 %

En Fig. 11 y Fig. 12 se muestra el desempefio de FMT
4-QAM (N = 32) al variar los valores de 7 y «. Las
figuras revelan la gran similitud que existe entre la expresion
matematica de (30) y la BER obtenida por simulacién. Por otro
lado, se sabe que a medida que aumentan los valores de 7 y/o
o, el desvanecimiento se hace mads selectivo en frecuencia
[4], [8], sin embargo, la Fig. 11 muestra un desempefio
practicamente constante en términos de 7. Esto se debe al
hecho de que cada tono percibe un canal con desvanecimiento
plano siempre y cuando N sea suficientemente grande. En
este ejemplo en particular, la maxima dispersién de retardo
considerada es T,,s = 11;2 = 1.6T, por lo que el nimero
minimo de tonos necesarios para garantizar una respuesta
plana del canal es N = 16.

La Fig. 13 muestra el desempefio de FMT 4-QAM (NN =32)
comparado con OFDM 4-QAM en un canal multitrayecto
caracterizado por  =0.5 y 7 =1.5T. El sistema OFDM
utiliza una transformada rdpida de Fourier (FFT: Fast Fourier
Transform) de N =32 puntos y tiene la misma frecuencia
portadora f. = 2/T. Se consideran dos configuraciones para
OFDM, a saber: OFDM sin ningin tipo de ecualizacién y
OFDM con prefijo ciclico de 1/8 (4 muestras por simbolo
OFDM). Los resultados muestran que, en este escenario en
particular, el desempefio de FMT es similar al de OFDM con
prefijo ciclico cuando Ej, /Ny se hace arbitrariamente grande.
Este resultado no es muy sorprendente, pues FMT y OFDM
se basan en el mismo principio. Es importante mencionar que,
a diferencia de lo que ocurre con FMT, el uso del prefijo
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| FMT 4-QAM con Eb/No=10dB, 7=1.5
107 T T T T T T T

BER

FMT
FMT teérico

0 0.1 02 083 04 05 06 07 08 09 1
«

Fig. 12. Desempefio de FMT 4-QAM en funcién de o con 7 =1.5T" y
E, /Ny = 10dB.

O FMT

FMT teérico
OFDM 4
+ ODFM+CP

BER
5]
&

Eb/No (dB)

Fig. 13. Desempefio de FMT comparado con OFDM sobre un canal con
a=05y 7T =15T.

ciclico en OFDM permite lograr una ecualizacion perfecta del
canal (en FMT la ecualizacién es aproximada), sin embargo,
el precio a pagar es una menor eficiencia tanto en potencia
como en ancho de banda, lo que hace que el receptor perciba
una mayor cantidad de ruido por cada unidad de energia del
mensaje. No obstante, es necesario decir que la complejidad
computacional de OFDM es mucho menor que la de FMT
[10], [15], [18].

V. CONCLUSIONES

Este articulo presenta un andlisis matematico simple de la
modulacién FMT, en los dominios temporal y espectral, y con
ello trata de justificar la conveniencia de usar dicho esquema
para la transmision de informacién digital a través de canales
con desvanecimiento multitrayecto. El aspecto clave de FMT
es el hecho de que permite transformar un canal dispersivo
de ancho de banda B en un conjunto de N subcanales
paralelos equivalentes, de ancho de banda B/N, donde cada
subcanal solo introduce ruido y una ganancia compleja que
provoca la rotacién y el escalonamiento de la constelacion de
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simbolos. En otras palabras, la divisiéon del canal conduce a
una eliminacién virtual de la ISI.

Sin embargo, el propdsito principal del articulo es la deduc-
cién de una férmula para la probabilidad de error de FMT bajo
condiciones conocidas de un canal multitrayecto estacionario,
considerando, en primera instancia, la posibilidad de usar
diferentes constelaciones en cada tono, pero particularizando
en el caso de una misma constelacién y una misma relacién
E} /Ny sobre cada tono. Los resultados gréficos presentados en
la seccién IV confirman la validez de la expresién deducida
en la seccién III y ademds avalan la conveniencia de usar
FMT en lugar de los esquemas tradicionales M-QAM en la
transmision a través de canales con desvanecimiento multi-
trayecto. Finalmente, es importante mencionar que si se usa
FMT M-QAM sobre un canal AWGN, la probabilidad de error
serd exactamente igual a la alcanzada por el esquema M-QAM
tradicional (hacer o = 0 en (36)).

Como trabajo futuro se sugiere hacer un andlisis de desem-
pefio de la modulacién FMT usando diferentes constelaciones
y distintas potencias sobre cada tono, y comparar la tasa de
error de bit con la expresién obtenida en este articulo. Por otro
lado, se sugiere obtener una expresion para la probabilidad de
error de FMT bajo condiciones de conocimiento parcial del
estado del canal.
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