
IEEE LATIN AMERICA TRANSACTIONS, VOL. 18, NO. 10, OCTOBER 2020 1777

Dual Coordination for Bilateral Teleoperation of a
Mobile Robot with Time Varying Delay

Emanuel Slawiñski, Diego Santiago, and Vicente Mut

Abstract—This paper proposes a P+d like control scheme
and calibration guidelines addressed to achieve stable dual
coordination of force and motion in a bilateral teleoperation
system of a mobile robot considering time-varying delays.
Different from the state of the art, the proposed scheme achieves
a dual coordination combining a relation of linear and nonlinear
damping and force feedback gain depending on the human
operator parameters and time delays. As a theoretical result, we
get that the injected linear damping strongly depends on the time
delay, the nonlinear damping compensates the Coriolis forces,
while the convergence state depends on the human operator and
environment force, but it is independent of the time delay. Finally,
a robot teleoperation experiment is carried out to evaluate the
performance of force and motion errors obtained in practice.

Index Terms—Bilateral teleoperation, force-velocity
coordination, force feedback, mobile robot, time delay

I. INTRODUCCIÓN

Los sistemas de teleoperación permiten a un operador
humano realizar un trabajo fı́sico a distancia en un modo

seguro, evitando tareas peligrosas, nocivas o de riesgo para la
salud humana. Estas capacidades fomentan su uso en tareas
tales como búsqueda y rescate, salud, exploración, industrias
como minerı́a y petróleo, agricultura, entre otras. Estos
sistemas están formados por estaciones locales y remotas,
conectadas por un canal de comunicación que inevitablemente
agrega retardos de tiempo ida y vuelta. En la estación local,
un operador humano utiliza un dispositivo maestro para enviar
comandos de movimiento hacia un robot esclavo remoto,
que sigue dichas referencias mientras interactúa y detecta las
fuerzas del entorno. Además, si hay un acoplamiento entre
el maestro y esclavo utilizando re-alimentación de fuerza, se
mantiene un flujo bidireccional continuo para intercambiar
señales de fuerza y movimiento entre ambas estaciones. Este
caso se llama teleoperación bilateral y permite incluir una
percepción táctil remota más allá de la información multimedia
tı́pica (sonido e imagen) para mejorar la cantidad y calidad de
las tareas que una persona puede realizar de forma remota.

Los sistemas de teleoperación bilateral con retardo (DBTS
por sus siglas en inglés) son modelados por sistemas no-
lineales con retardos variantes en el tiempo [1]. En el estado
del arte existen muchos controladores diseñados para lograr
coordinación de movimiento tales como: variables de onda
[2], controladores adaptativos e impedancia [3], modulación
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de posición de ajuste pasiva (PSPM) [4], estructuras P+d [5].
Estos controladores generalmente se aplican a DBTS de robots
manipuladores y luego se adaptan para su uso en diferentes
tipos de robots esclavos, tales como robots móviles con ruedas
[6], [7], redes de teleoperación [8], manipuladores móviles
[9], [10] y vehı́culos aéreos no tripulados [11], [12]. Por
otro lado, el operador humano y el entorno también pueden
definir mapeos no pasivos. Comúnmente, se considera un
modelo de operador representado por un sistema masa-resorte-
amortiguador [13] aunque algunos autores también agregan
una entrada de fuerza constante [14].

La transparencia es un concepto crucial de los DBTS, ya
que implica que el operador humano puede acoplarse lo más
cerca posible del entorno remoto [15], [16]. Sin embargo, la
estabilidad y transparencia son caracterı́sticas opuestas, lo que
motiva a buscar una buena relación de compromiso entre ellas.
Se han propuesto diferentes arquitecturas tales como [17],
donde dos capas, una de pasividad y otra de transparencia
son enlazadas, y otras más simples como [18], [19] basadas
en controladores P+d transmitiendo de forma bidireccional
información de fuerza y movimiento. El amortiguamiento
no lineal se utiliza para lograr el seguimiento de fuerza y
posición para la teleoperación de manipuladores con retardos
de tiempo sin utilizar una estrategia de cancelación. En dichas
propuestas se utilizan funciones signo, lo que agrega una
discontinuidad en las acciones de control. Recientemente, en
[20] se aplicó amortiguamiento no lineal tanto en el maestro
como en el esclavo a la teleoperación de robots móviles
y una compensación perfecta de Coriolis para obtener una
coordinación simultánea dual de fuerza y posición-velocidad,
donde solamente se presentan simulaciones.

Este documento propone un esquema de control para lograr
un sincronismo estable de posición-velocidad y fuerza (P+d+f)
en un DBTS de un robot móvil considerando retardos variantes
en el tiempo. La estrategia de control propuesta se basa en
combinar e integrar adecuadamente un amortiguamiento lineal
suficientemente alto, dependiendo del retardo de tiempo, junto
con una ganancia de realimentación de fuerza, dependiente de
la ganancia del operador humano y una compensación de las
fuerzas de Coriolis basado en inyección de amortiguamiento
no lineal. Como resultado teórico, se logra una convergencia
dual de fuerza y posición (maestro)-velocidad (esclavo) hacia
un valor independiente del retardo de tiempo. Este resultado
permite aumentar la percepción del teleoperador manteniendo
a su vez la estabilidad del sistema bilateral con retardo.
Además, se lleva a cabo un experimento en el que un
operador humano conduce un robot móvil para empujar
un objeto, sintiendo en su mano la fuerza necesaria para
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moverlo. La prueba experimental se utiliza para verificar
si la evolución de los errores de fuerza y movimiento
concuerdan con el resultado teórico alcanzado. Por otro
lado, mediante simulación, se contrasta el funcionamiento del
clásico controlador P+d con el esquema propuesto.

II. PRELIMINARES

A. Modelos

Se utiliza el modelo dinámico no lineal tı́pico de un
robot manipulador, expresado en coordenadas cartesianas, para
representar al maestro como:

Mm (xm) ẍm+Cm (xm,ẋm) ẋm+gm (xm) = fm+fh (1)

donde xm ∈ Rn×1 y ẋm son la posición y velocidad
del maestro, Mm (xm) ∈ Rn×n es la matriz de inercia,
Cm (xm,ẋm) es la matriz que representa fuerzas centrı́petas y
de Coriolis, gm (xm) es la fuerza causada por la gravedad, fh
es la fuerza del operador humano y fm es la acción de control
aplicada al maestro.

El robot móvil esclavo se modela como en [19]:

Dη̇ + Q (η)η = fs − fe (2)

donde η =
[
v ω

]T
con v y ω las velocidad lineal y angular

del robot móvil lineal, fe es la fuerza del entorno, D es la
matriz de inercia y Q representa la matriz de Coriolis, mientras
que la acción de control fs es aplicada al robot móvil.

B. Suposiciones y Propiedades

Propiedad 1: Las matrices de inercia Mm (xm) y D son
simétricas definidas positivas, donde se asume que no existen
singularidades en el Jacobiano del robot.

Propiedad 2: La matriz Ṁm (xm)−2Cm (xm, ẋm) es anti-
simétrica Ṁm (xm) = Cm (xm, ẋm) + Cm

T (xm,ẋm).
Propiedad 3: Para todo xm, ẋm, η ∈ <2 existen βm, βs >

0 tales que Cm (xm, ẋm) ẋm ≤ βm |ẋm| y Q (η)η < βs |η|
para ∀t.

Propiedad 4: Si ẋm, ẍm son acotados, entonces la derivada
en tiempo de Cm (xm, ẋm) es acotada. De igual manera si η̇
y η̈ son acotados entonces la derivada de Q (η) es acotada.

Suposición 1: El canal de comunicación adiciona un retardo
de ida h1 y un retardo de vuelta h2. Estos retardos son tomados
variantes en el tiempo, acotados y asimétricos. Por lo tanto,
existen valores h̄1 y h̄2 tales que 0 ≤ h1 (t) ≤ h̄1 y 0 ≤
h2 (t) ≤ h̄2 para todo t.

Suposición 2: El modelo del entorno se basa en [18], donde
se considera un comportamiento pasivo (modelo tı́picamente
utilizado) más un valor constante, pero es adaptado a las
coordenadas utilizadas en robots móviles. La fuerza del
entorno es dada por:

fe = αeη (t) + fae + B, (3)

donde αe es el coeficiente de amortiguamiento del entorno,
B es un valor constante, fae ∈ L2 ∩ L∞ representa una
perturbación acotada con ‖fae‖ ≤ f̄ae y

∥∥∥ḟae∥∥∥ también
acotada, siendo f̄ae un valor positivo.

Suposición 3: El usuario generalmente se representa por un
sistema tipo masa-resorte-amortiguador [21]. En este trabajo
se utiliza un controlador proporcional aplicado al error de
velocidad basado en el clásico modelo “crossover” [22], más
una señal no modelada de energı́a finita para representar
comportamientos pasivos tales como fricción y dinámicas no
modeladas. Dicho modelo se describe de la siguiente manera:

fh = gh [A− η (t− h2)] + fah, (4)

donde gh > 0 representa la ganancia del operador humano,
A representa la referencia interna del operador humano
(velocidad de referencia), fah ∈ L2∩L∞ cumpliendo ‖fah‖ ≤
f̄ah con

∥∥∥ḟah∥∥∥ acotado, donde f̄ah es un valor positivo.

Lema 1: Para cada f :<≥0 → <n, si limt→∞
∫ T

0
f (τ)dτ

existe y es finito, y f (t) es uniformemente continuo (ḟ (t) ∈
L∞) entonces limt→∞f (t) = 0. Además, para f :<≥0 → <n,
si f (t) ∈ L2 ∩ L∞ y ḟ (t) ∈ L∞, entonces limt→∞f (t) = 0.

Lema 2: [5]: Para vectores a (.) y b (.) y una señal variante
en el tiempo h (t) con 0 ≤ h (t) ≤ h̄, se cumple lo siguiente:

− 2aT (t)

t∫
t− h (t)

b (ξ)dξ −
t∫

t− h (t)

bT (ξ)b (ξ) dξ

≤ h (t) aT (t) a (t) ≤ h̄ (t) aT (t) a (t) . (5)

III. CONTROLADOR ESTABLE PARA COORDINACIÓN DE
FUERZA Y MOVIMIENTO

En esta sección, se presenta un controlador para la
teleoperación bilateral de un robot móvil con retardo variable
en el tiempo, y se analiza su estabilidad para asegurar que
los errores de fuerza y velocidad definidos por ef = fh (t)−
kf fe (t) y ev = kgxm (t) − η (t) converjan a cero. Es decir
que la velocidad del robot móvil η tienda a la referencia del
maestro kgxm y que la fuerza del operador humano fh y la
fuerza del entorno escalada kf fe tiendan a sincronizarse. Las
ecuaciones del controlador son:

fm = −km (kgxm − η (t− h2)) + gm (xm)

− αmẋm − kf fe (t− h2) , (6)

fs = ks (kgxm (t− h1)− η)− σsz +
1

kf
fh (t− h1)

− k1tan−1(k3z)ηTη − k2tan−1(k3z). (7)

Donde ks, km son ganancias, kg mapea la posición del
maestro hacia una referencia de velocidad, kf representa
el escalado de fuerza, αm, σs son coeficientes de
amortiguamiento lineal inyectado en el maestro y robot móvil,
k1, k2, k3 se utilizan para compensar la fuerza de Coriolis y z
es una señal que representa la aceleración del robot móvil
η̇ medida por un sensor acelerómetro o estimada en lı́nea
mediante un filtro de Kalman o un observador de estado
[23]. En forma matemática z, describe la aceleración η̇ un
infinitesimal de tiempo previo a t (a nivel discreto z es igual
a la aceleración del robot un instante de muestreo previo),

η̇ = z + γ, (8)
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con γ → 0+. La señal z es útil para aplicar un
amortiguamiento basado en aceleración en el controlador de
velocidad del robot móvil.

Luego, si se incluyen fm (6) y fs (7) en el maestro (1)
y robot móvil (2) respectivamente, se obtiene la siguiente
dinámica a lazo cerrado:

ẍm = M−1
m [−Cmẋm − km (kgxm − η (t− h2))

− kf fe (t− h2) + fh] , (9)

η̇ = D−1

[
ks (kgxm (t− h1)− η) +

1

kf
fh (t− h1)− fe

−Q (η)η − σsz− k1tan−1(k3z)ηTη

− k2tan−1 (k3z)
]
. (10)

La estabilidad del sistema con retardo incluyendo las
acciones de control propuestas (6) y (7) será analizada para
A = B = 0 en (3) y (4), y este resultado luego será
extendido al caso general. Observando (9) y (10), teniendo
en cuenta también (3) y (4), puede apreciarse que se cumple
ẍm= 0, η̇ = 0 si el vector

xTe : = [xm ẋm (kgxm − η) η z
t∫

t− h1

ẋm (ξ) dξ

t∫
t− h2

η̇ (ξ) dξ

t∫
t− h1 − h2

η̇ (ξ) dξ


es cero, lo cual se asocia con el concepto de estabilidad de

Lyapunov-Krasovskii [24], [25], [26], [27], donde existen un
continuo de estados que nosotros los representamos usando
integrales con lı́mites finitos.

El procedimiento empleado para la prueba es similar al
utilizado en [28], [5], primero se propone un funcional LK
compuesto por cuatro términos V (xe) = V1 + V2 + V3 + V4:

V1 =
1

2
ẋTmMm (xm) ẋm, (11)

V2 =
1

2

(km − k)

kg
(kgxm − η)

T
(kgxm − η)

+
1

2

(km − k)

kskg

(
gh
kf

+ αe

)
ηTη

+
1

2
(kggh + kfαe) xm

Txm (12)

V3 =
1

2

(km − k)

kskg

t∫
t− β

η̇TDη̇dt, (13)

V4 = (km − k)

0∫
−h̄2

t∫
t+θ

η̇(ξ)
T
η̇ (ξ)dξdθ

+ (km − k)

0∫
−h̄1

t∫
t+θ

ẋm(ξ)
T
ẋm (ξ)dξdθ

+ (km − k)

0∫
−h̄1−h̄2

t∫
t+θ

η̇(ξ)
T
η̇ (ξ)dξdθ. (14)

Donde k = kfαe + gh < km y β es un valor positivo. Se
puede apreciar que V es una función creciente respecto de xe,

lo cual implica que si es V acotado entonces xe también lo
será. A continuación, se analiza V̇ a lo largo de las trayectorias
del sistema, considerando las dinámicas a lazo cerrado del
maestro (9) y robot móvil (10), retardo de tiempo (Suposición
1), entorno (3) y operador humano (4).

Para comenzar, nosotros derivamos (11) obteniendo:

V̇1 =
1

2
ẋTmṀmẋm + ẋTmMmẍm (15)

Si (9) y la fuerza del operador humano fh (4) se incluyen
en (15), teniendo en cuenta las propiedades 1 y 2, se obtiene:

V̇1 =
1

2
ẋTmṀmẋm − ẋTmCmẋm

− km (kgxm − η (t− h2)− η + η)− αmẋTmẋm

+ kfαeẋ
T
m (−η (t− h2) + kgxm − kgxm − η + η)

+ ghẋ
T
m (−η (t− h2) + kgxm − kgxm − η + η)

− kf ẋTmfae (t− h2) + ẋTmfah

= −αmẋTmẋm + (−km + k) ẋTm (kgxm − η)

− (kggh + kfαe) ẋTmxm + (−km + k) ẋTm

t∫
t− h2

η̇ (ξ)dξ

− kf ẋTmfae (t− h2) + ẋTmfah
, (16)

donde k = kfαe + gh. Ahora V̇2 se computa de (12) como:

V̇2 = (km − k) (kgxm − η)
T
ẋm −

(km − k)

kg
(kgxm − η)

T
η̇

+
(km − k)

kskg

(
gh
kf

+ αe

)
ηT η̇ + (kggh + kfαe) xTmẋm.

(17)

Por otro lado V̇3 es derivado de (13), incluyendo la dinámica
del robot móvil (10), como:

V̇3 =
(km − k)

kskg
η̇T [−Q (η)η + ks (kgxm (t− h1)− η)

−k1tan−1(k3z)ηTη − k2tan−1(k3z)

−σsz +
1

kf
fh (t− h1)− fe

]
. (18)

Si la fuerza del entorno fe (3) y la fuerza del operador
humano fh (4) se insertan en (18), considerando (8), se tiene:

V̇3 ≤
(km − k)

kg
η̇T (kgxm − η)− (km − k) η̇T

t∫
t− h1

ẋm (ξ) dξ

− σs
(km − k)

kskg
η̇T η̇ − αe

(km − k)

kskg
η̇Tη

− (km − k)

kskg
η̇T fae +

(km − k)

kskgkf
η̇T fah

(t− h1)

+
∣∣∣η̇T ∣∣∣ (−k1 (1−∆)ηTη + Qη − k2 (1−∆)

)
− (km − k) gh

kskgkf
η̇Tη +

(km − k) gh
kskgkf

η̇T
t∫

t− h1 − h2

η̇ (ξ) dξ. (19)

Donde a medida que k3 es mayor, entonces la función
tan−1 (.) tiende a la función signo, mientras que 0 ≤ ∆ (k3) <
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1 representa indirectamente la diferencia entre la función signo
y la función tan−1 (.) tomando un valor cada vez más pequeño
a medida que k3 es mayor. Para abordar los términos con
retardos de (16) y (19), se emplea V4 (14) cuya derivada se
basa en el cómputo de integrales dobles con lı́mites finitos de
términos cuadráticos:

d

dt

g(t)∫
h(t)

t∫
t+θ

x2 (ξ)dξdθ =

g(t)∫
h (t)

∂f (θ, t)

∂t
dθ + f (g (t) , t)

d

dt
g (t)

− f (h (t) , t)
d

dt
h (t) ,

, donde
∫ t
t+θ

x2 (ξ) dξ = f (θ, t). Considerando dicho cómputo
y la Suposición 1, se puede llegar al siguiente resultado:

V̇4 ≤ (km − k) h̄2η̇
T η̇ − (km − k)

t∫
t− h2

η̇T (ξ) η̇ (ξ)dξ

+ (km − k) h̄1ẋ
T
mẋm + (km − k)

(
h̄1 + h̄2

)
η̇T η̇

− (km − k)

t∫
t− h1

ẋTm (ξ) ẋm (ξ) dξ

− (km − k)

t∫
t− h1 − h2

η̇T (ξ) η̇ (ξ)dξ. (20)

Los términos con integrales de (20) pueden ser enlazados
con términos de (16) y (19) usando el Lema 2 (5),
obteniéndose:

− (km − k)

ẋTm

t∫
t− h2

η̇ (ξ)dξ −
t∫

t− h2

η̇T (ξ) η̇ (ξ)dξ


≤ 1

4
h2 (km − k) ẋTmẋm, (21)

− (km − k)

η̇T t∫
t− h1

ẋm (ξ) dξ −
t∫

t− h1

ẋTm (ξ) ẋm (ξ) dξ


≤ 1

4
h1 (km − k) η̇T η̇, (22)

(km − k)

 gh
kskgkf

η̇T
t∫

t− h1 − h2

η̇ (ξ) dξ −
t∫

t− h1 − h2

η̇T (ξ) η̇dξ


≤ 1

4

(km − k) g2
h

k2
sk

2
gk

2
f

(h1 + h2) η̇T η̇. (23)

Finalmente, V̇ puede ser construido uniendo las ecuaciones
desde (16) hasta (20), considerando (21) y (22) para evitar
términos con integrales, y cancelando todos los términos
opuestos, de la siguiente manera:

V̇ = V̇1 + V̇2 + V̇3 + V̇4

≤ ẋTm

[
−αmI + (km − k)

(
h1 +

h2

4

)
I

]
ẋm

+ (km − k) η̇T I

[
−σs
kskg

+
1

4
h1 + h2 + h+

1

4

g2
h

k2
sk

2
gk

2
f

h

]
η̇

+
∣∣∣η̇T ∣∣∣ (−k1 (1−∆)ηTη + Q (η)η − k2 (1−∆)

)
+
(
f̄ah + kf f̄ae

)
|ẋm|+

(km − k)

kgks

(
f̄ah
k f

+ f̄ae

)
|η̇| .

(24)

Donde h = h1 + h2. A partir de (24), y empleando la
Propiedad 3 sobre el termino Q (η), se obtiene:

V̇ ≤ −λmẋTmẋm − λsη̇T η̇ + ρm |ẋm|+ ρs |η̇|
+ |η̇|

(
−k1 (1−∆)ηTη + βs |η| − k2 (1−∆)

)
, (25)

donde:

λm = αm − (km − k)

(
h1 +

1

4
h2

)
,

λs =

[
σs
kskg

− h2 − (h1 + h2)− 1

4
h1

− 1

4

g2
h

k2
sk

2
gk

2
f

(h1 + h2)
2

]
(km − k) ,

(26)

ρm = f̄ah + kf f̄ae,

ρs =
km
kgks

(
f̄ah
kf

+ f̄ae

)
.

(27)

Si αm y σs son suficientemente altos para cumplir λm, λs >
0 (26) y se verifican las condiciones:

km > k, 4k1k2(1−∆ (k3))
2
> β2

s , (28)

entonces, de (25) las variables ẋm, η̇, z ∈ L∞. En este caso,
(25) cumple que V̇ ≤ −λmẋTmẋm−λsη̇T η̇+ρm |ẋm|+ρs |η̇|,
cuya integral en el tiempo verifica lo siguiente:

V (t)− V (0) ≤ −λm ‖ẋm‖22 − λs ‖η̇‖
2
2

+

T∫
0

ẋm(ε)
T

(
fah

(ε)

kf
+ fae (ε)

)
dε

+
km
kgks

T∫
0

η̇(ε)
T

(fah
(ε) + kf fae (ε))dε.

(29)

Los términos
∫ T

0
ẋm(ε)

T
(

fah(ε)
kf

+ fae (ε)
)
dε y

km
kgks

∫ T
0
η̇(ε)

T
(fah (ε) + kf fae (ε))dε son acotados ya

que fae,fah ∈ L2 (Suposiciones 2 y 3) y ẋm, η̇ ∈ L∞. De
(29) se puede inferir que V (t) será acotado para todo t y
por lo tanto ẋm, η̇ ∈ L2 y kgxm − η, η ∈ L∞. Luego, si
derivamos (9) y (10), se alcanzan las siguientes relaciones:
...
xm = M−1

m

[
−Ċmẋm −Cmẍm − km (kgẋm − η̇ (t− h2))

− αmẍm −kf ḟe (t− h2) + ḟh

]
+ Ṁ−1

m [−Cmẋm − km (kgxm − η (t− h2))

− αmẋm −kf fe (t− h2) + fh] , (30)

η̈ = D−1
[
−Q̇η −Qη̇ − ks (kgẋm (t− h1)− η̇)
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− σsż +
1

kf
ḟh (t− h1)− ḟe

]
+ Ḋ−1 [−ks (kgxm (t− h1)− η) +

1

kf
fh (t− h1)

−Qη̇ − fe − σsz− k1tan−1(k3z)ηTη

− k2tan−1(k3z)
]
− k1η

TD−1η
k3

1 + k2
3zT z

ż

− k1

2
ηTD−1η̇tan−1(k3ż)− k2

k3

1 + k2
3zT z

D−1ż. (31)

Dado que xe ∈ L∞ y considerando también las
Suposiciones 1, 2 y 3 y las Propiedades 1, 2, 3 y 4, se
aprecia que todos los términos a la derecha de (30) y (31) son
acotados, es decir ẍm, η̇ son uniformemente continuos. Ası́, se
puede aplicar el Lema 1 concluyendo que ẋm, η̇ → 0 cuando
t→∞. El Lema 1 también puede ser aplicado a

∫ t
0

ẍm (ε) dε,
el cual tiene lı́mite definido y finito para t→∞, concluyendo
que ẍm → 0 para t→∞.

A partir de los resultados teóricos alcanzados, si (9) y (10)
se analizan para t → ∞, entonces se obtienen las siguientes
expresiones para estado estacionario:

−km (kgxm − η)− kf fe + fh = 0, (32)

ks (kgxm − η) + k−1
f fh − feb = 0, (33)

, y por lo tanto, es posible deducir que:

η̄ → kgx̄m, kf f̂e → f̂h. (34)

Para analizar el caso A 6= 0 y/o B 6= 0, se realiza un
cambio de variable para que un análisis de estabilidad similar
al ejecutado pueda ser aplicado y ası́ extender el controlador.
El cambio de variable se define por: x = xm−x̄m, y = η−η̄.

Para obtener x̄m, η̄ en un modo explı́cito, asumimos que
para t → ∞ una coordinación dual es alcanzada similar a
(32) y (33), si ahora los modelos del operador humano (4) y
entorno (3) son incluidos en (34), se obtienen las siguientes
definiciones propuestas:

kf f̄e = kfαekgx̄m + kfB = f̄h = gh (A− kgx̄m) ,

x̄m =
(ghA− kfB)

(αekgkf + ghkg)
.

(35)

Donde x̄m, η̄, f̂e, f̂h representan valores constantes. Si se
aplica (35) tanto en (9) como en (10), y luego en las ecuaciones
resultantes se insertan el modelo del operador humano (4) y
la fuerza del entorno (3); se llega a las siguientes relaciones
que representan un DBTS de un robot móvil:

ẍ = M−1
m [−Cmẋ− km (kg(x + x̄m)− (y (t− h2) + η̄))

− kf (αe(y (t− h2) + η̄) + fae (t− h2) + B)

− αmẋ + gh (A− (y (t− h2) + η̄)) + fah] ,
(36)

ẏ = D−1 [ks (kg (x (t− h1) + x̄m)− (y + η̄))− σsz

+
gh
kf

(A− (y (t− h1 − h2) + η̄))−Q (η)η

− k1tan−1(k3z)ηTη +
1

kf
fah (t− h1)

− k2tan−1(k3z)− (αe(y + η̄) + fae + B)
]
. (37)

Si se definen f̂h = −ghy (t− h2) + fah, f̂e = αey + fae,
entonces (36) y (37) pueden ser reescritas como sigue:

ẍ = M−1
m [−Cmẋ− km (kgx− y (t− h2))− αmẋ

− kf f̂e (t− h2) + f̂h

]
, (38)

ẏ = D−1 [ks (kgx (t− h1)− y)− σsz−Q (η)η

− k1tan−1 (k3z)ηTη − k2tan−1 (k3z)

+
1

kf
f̂h (t− h1)− f̂e

]
. (39)

El procedimiento seguido para analizar la estabilidad
del sistema también puede ser aplicado al sistema (38)
y (39), donde se remarca que la primera y segunda fila
de (39) involucran las fuerzas de Coriolis y su respectiva
compensación similar al caso A = B = 0 debido a la forma
de V3 y que ẏ = η̇.

Como resultado se obtiene que en estado estacionario
se puede lograr un sincronismo simultáneo de fuerza (la
fuerza ejercida por el operador humano tenderı́a hacia la
fuerza escalada del entorno) y movimiento (la velocidad del
robot móvil tenderá hacia la referencia mapeada linealmente
desde la posición del maestro) para cualquier valor de A
y B. Esto implica que se alcanza una coordinación dual
independientemente del retardo de tiempo.

IV. EXPERIMENTOS

En esta sección, se presentan resultados de un experimento
para evaluar los errores de fuerza y movimiento en la
teleoperación real de un robot móvil cuando se aplica el
controlador propuesto. En la prueba, un usuario conduce un
robot 2DX Pioneer remoto, con realimentación visual y a
través de un maestro con realimentación de fuerza (Fig. 1).

La comunicación entre los sitios local y el remoto presenta
retardos variables y asimétricos en la señal de realimentación
háptica y en el vı́deo.

El objetivo de la tarea es empujar objetos de diferentes
pesos a una velocidad constante de A = 0.3 m/s (referencia
arbitraria) y sentir la fuerza necesaria para moverlos. Se
realimenta al operador la señal de video retardada del robot
móvil y de la velocidad de desplazamiento . El hardware
propietario cerrado del robot móvil Pioneer fue reemplazado
por hardware de código abierto basado en Arduino que permite
controlar los motores eléctricos CC y medir las corrientes de
los motores, las cuales se emplean para estimar las fuerzas del
entorno como el valor opuesto de la fuerza causada por dichos
motores. Por otro lado, el joystick 2d desarrollado posee
medición de fuerza (hasta 5 Kgf) en ambos ejes utilizando
galgas extenso métricas, de modo que la fuerza ejercida por
el operador humano se puede medir directamente, y dicho
dispositivo tiene la capacidad de realimentación de fuerza,
basada en dos motores de CC con reducción planetaria, una
estructura de cardán y una reducción adicional correa-polea.
Como resultado, se puede aplicar una fuerza de 4 Kgf para
cada eje. El experimento se repite tres veces para diferentes
pesos y retardos de tiempo.

Los parámetros independientes fueron calibrados
empı́ricamente en kg = 1, ks = 20, km = 20, k3 = 1000
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Fig. 1. Diagrama general del flujo de señales y definición del error.

TABLE I
PRINCIPALES PARÁMETROS CONFIGURACIÓN.

Experimento 1 2 3

B [kg] 3 3 2
max(h1) [ms] 50 800 800
max(h2) [ms] 50 500 500
αm 0 20 20
σs 0 50 50

y kf = 1. La Fig. 1 ilustra la prueba, donde las señales de
fuerza y movimiento se intercambian en forma bilateral. La
tabla I muestra los parámetros utilizados en cada prueba.
Aunque los valores de αe y gh son difı́ciles de estimar, αe
puede considerarse despreciable ya que el terreno en donde
se desarrollo la prueba no presenta resistencia al movimiento
(piso liso y plano). Para el calculo del amortiguamiento en la
ecuación (16) puede emplearse una estrategia conservativa,
en la cual gh se considera nulo para el calculo de k (menor
k implica mayor αm) y gh = km en el calculo de σs ya que
es el peor de los casos para la estabilidad (ecuación (28)).
Desde un punto de vista cualitativo, si el operador humano
genera comandos abruptos (valores de gh más altos), se
requerirá mayor amortiguamiento. Por otro lado, dado que la
velocidad de avance A en el experimento es baja, el efecto de
Coriolis en el móvil es mı́nimo, lo cual deriva en parámetros
empı́ricos de k1 = k2 = 0.01.

En el primer test, el peso del objeto se establece en
B = 3 Kg, y el retardo de tiempo al valor más bajo
posible (aproximadamente 50 ms debido al retardo introducido
por la red local ethernet). Para este caso no se añadió
amortiguamiento lineal. Los resultados (en la componente
principal) se muestra en la Fig. 2. A pesar que las señales
de fuerza son ruidosas, se puede apreciar que se alcanza una
coordinación dual con errores acotados, tanto en posición-
velocidad como en fuerza. En particular, se destaca que el
operador humano ejerce una fuerza similar al peso de 3 Kg

Fig. 2. Coordinación dual sin retardo y peso de objeto B=3 kg.

Fig. 3. Retardo variante en el tiempo y asimétrico.

del objeto empujado, es decir el operador humano percibe
mediante realimentación de fuerza el peso del objeto empujado
mientras mantiene un error acotado entre la posición del
maestro y la velocidad del robot móvil.

Luego, se adiciona un retardo de tiempo variable y
asimétrico, ver Fig. 3. El amortiguamiento lineal es calibrado
siguiendo las pautas dadas en (26), considerando los retardos

Fig. 4. Coordinación dual con retardo y peso de objeto B=3 kg.
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Fig. 5. Coordinación dual con retardo y peso de objeto B=2 kg

de tiempo máximos h̄1 y h̄2 mientras se aumenta km para
cumplir (28). Bajo dicho retardo de tiempo, se evalúa el
sistema de teleoperación para empujar dos objetos de diferente
peso, primero un objeto de 3 Kg como se muestra en la Fig. 4
y luego un objeto de 2 Kg, cuyo resultado se aprecia en la Fig.
5. Se observa que los errores de fuerza y sincronismo posición-
velocidad permanecen acotados para las dos pruebas, mientras
el operador humano percibe el peso del objeto empujado
independientemente del retardo de tiempo, lo cual indica una
condición deseable de transparencia.

Comparativa

Con objeto de establecer una comparativa con el
funcionamiento del controlador P+d clásico [29], [9] se
implementa en simulación el sistema teleoperado. Para el
robot maestro se emplea el modelo dinámico del robot 2D
“Pelican” [30], mientras que para el esclavo se utiliza el
modelo dinámico del Pioneer P3dx [31].

Las fuerzas externas al sistema y el retardo de tiempo
del canal se simulan según la Fig. 6. Las fuerzas del
entorno y del operador se modelan según las ecuaciones(3),
(4) respectivamente. Se realizan dos simulaciones para el
controlador P+d: sin fuerzas externas constantes (A = B = 0)
y con fuerzas constantes (A = 0.3, B = 1) y se repite el
último caso para el controlador P+d+f.

Se observa en la Fig. 7 que para el caso del controlador
P+d sin fuerzas externas constantes, se logra sincronismo de
posición-velocidad y convergencia de fuerza a 0 solo cuando
las fuerzas externas al sistema tienden a cero. Por otro lado
cuando dichas fuerzas tienden a una constante (A,B), el
controlado clásico p+d no logra sincronismo de fuerza ni de
posición-velocidad. Esto marca la principal diferencia con el
controlador P+d+f, el cual logra sincronismo simultáneo de
fuerza del operador-entorno y de posición-velocidad.

V. CONCLUSIÓN

Se propuso un esquema de control estable para la
teleoperación bilateral con retardo de un robot móvil. El

Fig. 6. Fuerzas activas y retardos de tiempo simulados.

Fig. 7. Comparativa P+d vs P+d+f

análisis teórico de estabilidad da como resultado pautas
generales para calibrar el controlador.

El amortiguamiento lineal del sistema depende
principalmente de la latencia introducida por el canal
de comunicación, mientras que el controlador permite al
operador humano establecer indirectamente el estado de
convergencia independientemente de los retardos de tiempo.
Esto es, el retardo no cambia el valor de convergencia de las
señales de fuerza y posición-velocidad.

En la sección experimental se verificó que el sistema
permite al operador sentir la fuerza que el entorno ejerce sobre
el robot móvil. Por otro lado, se expusieron las diferencias
entre el controlador p+d clásico y el propuesto (P+d+f)
mediante simulación; demostrando un desempeño superlativo
de este ultimo respecto a la sincronización dual de fuerza y
posición-velocidad.

Por lo expuesto, se concluye que el sistema propuesto
mejora la percepción del operador humano (transparencia), lo
cual tiene el potencial de incrementar la aplicación de este
tipo de sistemas en tareas de transporte remoto de cargas, tele
operación de maquinaria pesada en obras civiles y minerı́a, y
conducción remota de móviles en general.
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