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Fast Constrained Generalized Predictive Control
with ADMM Embedded in an FPGA

V. Berndsen, D. Martins, R. Costa, and J. Normey

Abstract—Constrained model predictive control (MPC) usually
requires the computation of a quadratic programming problem
(QP) at each sampling instant. This is computationally expensive
and becomes a limitation to embed and use MPC in plants with
fast sampling rates. Several special solvers for MPC problems
have been proposed in the last years, but most of them focus on
state-space formulations, which are very popular in academia.
This paper proposes a solution based on alternated direction
method of multipliers, tailored for embedded systems and applied
to generalized predictive control (GPC), which is a very popular
formulation in industry. Implementations issues of parallel com-
putation are discussed in order to accelerate the time required
for the operations. The implementation in an FPGA proved to
be quite fast, with the observed worst case execution time of
11,54 ps for the presented example. These results contribute to
embed GPC applications in processes that are typically controlled
by classical controllers because of their fast dynamics.

Index Terms—Alternated direction method of multipliers, Em-
bedded MPC, FPGA application, Fast GPC.

I. INTRODUCAO

OM o advento de melhorias nos métodos e tecnologias

de sistemas embarcados, muitas solu¢des que antes eram
restritas as aplicacdes com computadores poderosos, atual-
mente se tornam vidveis de serem embarcadas. O controle
preditivo baseado em modelo (MPC, do inglés Model Pre-
dictive Control) é uma delas. E bem difundido que o MPC,
em sua formulac@o convencional, s6 € aplicdvel para processos
com dinamica lenta, com periodo de amostragem da ordem de
segundos ou minutos [1]. Essa caracteristica advém do fato de
que cada nova ac¢@o de controle € obtida por meio do computo
de um problema de otimizacdo online com restricdes em um
horizonte predefinido. Com os avancos da indstria, é latente
a necessidade de controladores avancados nos niveis mais
baixos da piramide de produgdo que, consequentemente, de-
vem operar com periodos de amostragem da ordem de mili ou
microssegundos em sistemas embarcados. Apesar de ter sido
desenvolvido ha décadas, o PID ainda é a técnica com mais
impacto na industria, seguida pelo MPC, e grande parte disso
se deve a um distanciamento entre a comunidade académica
e a aplicacdo pratica das técnicas propostas [2]. Dessa forma,
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¢ importante que os algoritmos propostos também levem em
considerag@o caracteristicas relevantes para a aplicag@o pratica
em sistemas embarcados.

Existem diversas formulacdes de MPC, que se diferenciam
pelo modelo utilizado na predi¢do, pelas perturbacdes con-
sideradas e pela funcdo objetivo [3]. Entre as formulag¢des
mais utilizadas na inddstria, destaca-se o controle preditivo
generalizado (GPC, do inglés Generalized Predictive Control)
[4], que utiliza um modelo de funcdo de transferéncia discreta
para o cdlculo das predi¢des. Outra formulagdo MPC bastante
difundida, em especial na academia, emprega a modelagem
em espaco de estados, que permite uma abordagem mais fécil
para impor garantias de estabilidade e robustez no sistema
em malha fechada. Entretanto, as formulagdes baseadas em
funcdes de transferéncia sdo bastante utilizadas na industria,
uma vez que conceitos como tempo morto, constantes de
tempo e ganhos sdo geralmente mais familiares no contexto
industrial do que os conceitos de espaco de estados [4].
Outro ponto fundamental é que o tempo morto, frequente
em processos industriais, € mais facilmente representado em
funcdes de transferéncia do que em outras abordagens [3].
Entretanto, percebe-se que a grande maioria dos trabalhos que
exploram algoritmos de MPC de cdmputo rapido empregam
a formula¢do em espaco de estados. Dessa forma, hd uma
lacuna entre os algoritmos do estado da arte de otimizacao
e as formulacdes de MPC amplamente utilizadas na indus-
tria. Apesar de as formulacdes poderem ser equivalentes em
alguma medida, elas ainda guardam algumas particularidades
de implementacdo, como o nimero de varidveis para modelar
o problema, a esparsidade e dimensdo das matrizes, a neces-
sidade de observador de estados etc.

Para computar um problema de programacdo quadritica
com restricdes (QP, do inglés Quadratic Programming), no
contexto de MPC, alguns algoritmos foram propostos de
modo a explorar suas particularidades de forma eficiente.
Uma abordagem possivel € o computo offline de um conjunto
de QPs e posterior armazenamento dos valores obtidos em
estruturas do tipo look-up table, tal como o MPC explicito
apresentado em [5]. Contudo, esse tipo de solugdo € restrita
a problemas de pequena dimensdo devido a limitacdes de
memoria [6]. Outro tipo de abordagem tem base na ex-
ploracdo da estrutura do problema de otimizacdo resultante.
Entre os métodos para o cOmputo online do QP, os de
primeira e segunda ordem aparecem em destaque. Alguns
trabalhos propdem métodos de segunda ordem para MPC
de cOomputo rapido, tais como os baseados no método de
conjunto ativo (ver [7], [8]) € no método de ponto interior
(ver [1]). Entretanto, os métodos de segunda ordem requerem
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rotinas relativamente complexas de dlgebra linear, que acabam
resultando em algoritmos complexos para serem embarcados
e que necessitam de uma grande quantidade de memoria para
armazenar o cédigo resultante [9]. Por outro lado, os métodos
de primeira ordem requerem menos recursos computacionais e,
dessa forma, t€m se tornado uma opcao interessante para MPC
embarcado de cdomputo rdpido. Os métodos mais populares
de primeira ordem sd@o o método de projecdo de gradiente
[10],[11] e o método do operador de particdo [12], que tem
como uma das implementa¢des mais comuns o método dos
multiplicadores em direcdes alternadas (ADMM, do inglés
Alternating Direction Method of Multipliers).

Para que o MPC embarcado se torne uma opgdo vidvel para
aplicacdes industriais, o seu hardware necessita ser simples.
Os hardwares mais comuns apresentados em pesquisas de
controladores embarcados sdo os processadores e 0s arranjos
de portas programdveis em campo (FPGAs, do inglés Field
Programmable Gate Arrays) [13]. Os FPGAs tém vanta-
gens em termos de velocidade de execucdo, paralelizagdo e
determinismo. As principais solu¢des com FPGA propdem
a implementacdo do otimizador diretamente na légica com
emprego de alguma linguagem de descricio de hardware,
como o Verilog e o VHDL. Entretanto, Os FPGAs possuem
muitas limitagdes de recursos. Dessa forma, as aplicacdes
embarcadas devem apresentar boas caracteristicas tais como:
(1) simplicidade para gerar um codigo passivel de ser verifi-
cado, validado e certificado e (ii) a limitagdo no espago de
memoria necessdrio para armazenar os dados que definem
o problema e o cédigo que implementa a solugdo. Outra
caracteristica desejada para sistemas de controle embarcados
€ o determinismo com um pior caso de tempo de execucao
(WCET, do inglés Worst Case Execution Time) previsivel, de
modo a atender os requisitos hard de tempo real.

Baseado nos requisitos apresentados, neste trabalho é pro-
posto um algoritmo chamado GPCADMM. A formulagdo do
algoritmo ADMM para GPC foi previamente apresentada em
[14] e neste trabalho é proposta uma versdo estendida com
a integracdo do algoritmo do GPC com o ADMM, com a
proposicdo de uma arquitetura de implementacdo embarcada
em FPGA e com a discussdo de detalhes que tornam a solucio
adequada para sistemas com dindmicas rdpidas. Portanto, as
principais contribuicdes deste artigo sdo:

e a proposicdo de um algoritmo eficiente para GPC,
integrado com o otimizador de QP e dedicado para a
implementagdo embarcada em um hardware paralelo de
alta velocidade;

e a proposicdo de uma arquitetura de implementacdo para
FPGA;

o a discussdo dos detalhes de implementacdo embarcada
que tornam a solucdo adequada para sistemas com
dinamicas rapidas;

e o0s resultados experimentais em um hardware paralelo
de alta velocidade.

O restante do artigo estd organizado da seguinte forma:
a Secdo II faz um breve revisdo do GPC e a sua gener-
alizacdo para sistemas com miltiplas entradas e multiplas
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saidas (MIMO, do inglés Multiple Input Multiple Output). A
Secdo III apresenta uma revisaio do ADMM. Na secdo IV sdo
apresentados a formulagdo GPC com a versdo acelerada do
ADMM e o respectivo algoritmo proposto. Na Secdo V, sdo
descritos alguns detalhes de implementagdo do GPCADMM
em arquitetura paralela. Na Sec¢do VI, uma implementacio
embarcada em FPGA ¢ apresentada e, a partir de um estudo
de caso, os requisitos de tempo de computacao sdo discutidos.
A Secao VII conclui o artigo.

II. CONTROLE PREDITIVO GENERALIZADO

Esta secdo apresenta a formulacdo do GPC empregada para
derivar o GPCADMM. Inicialmente é apresentado o caso
de uma entrada e uma saida (SISO, do inglés Single Input
Single Output), como proposto em [15], e no fim da sec¢do é
apresentada a extensdo para o caso MIMO.

Muitos sistemas SISO podem ser modelados pelo chamado
modelo autorregressivo com média mével, integrador e entrada
controlada (CARIMA, do inglés Controlled Autoregressive
Integrated Moving Average), o qual é dado por:

A(z_l)y(k) = B(z_l)z_du(k —1)+ T(z_l)%, (D

com

A ) =14az vapz™ 2 + . 4 ap, 2",
B(z™') =bg+ bz + boz 2+ ..+ b,z ",
A=1-z271
onde u(k) é o sinal de controle, y(k) é a saida do sistema,
e(k) é um ruido branco de média zero, A e B sdo polindmios
no operador de deslocamento z~! e d é o atraso de transporte.
O polindbmio A ¢ utilizado para uma melhor modelagem de
perturbacdes ndo estaciondrias, que sdo muito presentes em
aplicagdes industriais [15]. O polindmio T'(z~1), que € dificil
de ser obtido através de dados da planta, pode ser utilizado
como um pardmetro de sintonizacdo, pois afeta diretamente
a robustez de malha fechada [4]. Uma vez que a escolha de
T(z~1) ndo afeta o desenvolvimento proposto neste trabalho,
T(z~1) = 1 ¢é utilizado, que é uma opgdo comum na
formulacao GPC.
A fungdo custo do GPC, para o caso SISO, é dada por:

N2
Japc =Y 6() [0 (k+jk) —w (k+5))* +
J=N1
Ny,
AG) [Au(k+j— 1),

)

—

Jj=

onde ¢ (k + j|k) representa uma predicdo da saida no instante
futuro em tempo discreto k+ 7, determinado em k, w(k+j) é a
referéncia em k + j, Au é o incremento no sinal de controle,
5(j) e A(J) sdo as sequéncias de ponderagdo no erro e no
esfor¢co de controle, respectivamente, N = Ny — N7+ 1 define
o horizonte de predi¢do e N, é o horizonte de controle.

De modo a obter as predicdes de saida necessdrias para
encontrar o sinal de controle 6timo, as saidas futuras do
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sistema podem ser divididas em duas parcelas, chamadas de
resposta forcada (GAu) e resposta livre (f):

y = GAu+f, 3)
comy € RY, Aue RV, G ¢ RV*Nu ¢ f ¢ RN dados por:

y(k + N1 (k) Au(k)
gk + Ni + k) Au(k + 1)

y = : ; Au = ) ;
7(k 4+ Na|k) Au(k + N, —1)]
gN,  gN -1 IN,—Ny+1 Iny ]

_|9mr 9w N1 —N,+2 B Iny1
gNz gN271 gNngqul fN2 J

Para a aplicacdo em algoritmos, G e f podem ser direta-
mente obtidos de forma recursiva [4, p. 51, pp. 56-57] tal que:

gi = 2(1 = A(z7"))gi—1 + B(z~)a(i),

fi=21—AC"Y)fioi +Bl"HAu(k—d+i—1),
com i = 1,..., Ny, u(i) sendo um degrau unitédrio, g; = 0
para i <0, f; = y(k+14) parai < 0 e Au(k + j) = 0 para
j=0.

O préximo passo consiste em aplicar as sequéncias de

predi¢do de saida (3) na fungdo custo do GPC (2), que pode
ser reescrita como:

“4)

1
Japc = 5AuTHAu +bTAu + fo, (5)
onde .
H= 2(G QéG + Q)\)v
b" =2(f — w)TQ;sG,
fo=(E-w)T(f-w),
Qs e Q) sdo matrizes de ponderacio bloco diagonais positivas
definidas e o vetor de trajetérias de referéncia w segue a
mesma estrutura de f.

Por fim, o vetor de incrementos de controle do GPC Au
pode ser obtido, em cada iteracdo de controle, a partir do QP:

Igin f(Au) = %AuTHAu +bTAu

sa. RAu<T,

(6)

com a matriz de restrigdes R e R™in*Nu g vetor T € R"rin ¢
nin representando a quantidade de restricdes de desigualdade.
A forma concisa de representar as restricdes RAu < T é
genérica e permite a representacdo de muitos tipos de restricao,
tais como de magnitude, taxa de variacdo e sobressinal, tanto
nas varidveis de saida quanto de entrada [4].

A generalizacdo do GPC para sistemas MIMO ¢ direta. A
matriz de transferéncia genérica para um sistema MIMO de
n; entradas e n, saidas pode ser representada como:

-1 -1
Nll(z )Z*dll Nlni(z )zfdlﬂi

Dii(z71) D1y, (z71)
M, = z s ’
Nnol(zil)zfdnol Nnoni(zil)zfdnoni
Dy,1(271) Dypyni (271)
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onde M, € R™*" e Ny(271), Dp(27") e dp representam
o numerador, denominador e atraso de transporte da funcdo
de transferéncia que relaciona a saida p com a entrada [,
respectivamente.

A matriz M, pode ser decomposta em uma representacio
chamada de descri¢do matricial fraciondria (MFD, do inglés
Matrix Fraction Description), como segue:

M,; =Dz HA(z"H'B(z™),

com A(z7!) € Rmxne e B(z7!) € R"*™ represen-
tando matrizes polinomiais. D(271) € R"*" ¢ uma matriz
diagonal com cada elemento representando o menor atraso
de transporte entre as entradas relacionadas com a saida
correspondente. A matriz A(z~!) é uma matriz diagonal com
os elementos pl : p = [ sendo o minimo multiplo comum entre
os denominadores da linha p de M;. A matriz B(z~!) pode
ser calculada como B(z71) = A(z71)M,.

Para representar n,, saidas, os vetores associados com cada
saida podem ser agrupados no vetor y € RX»%1 NV - N{P 1
e 0s n; sinais de controle no vetor u € REZZ N 73”, dados por:

y=[y® y@ Ly u=u® a® a7 (7)

)

A partir das representagdes das matrizes polinomiais
A(z71') e B(271) e dos vetores generalizados para o caso
MIMO, y e u, é entdo possivel generalizar a representagdo do
modelo CARIMA para sistemas MIMO:

A(zNy(k) %. (8)

Com o modelo CARIMA generalizado, o modelo de
predicdo segue os mesmos passos desenvolvidos para o caso
SISO e obtém-se a mesma forma de (3). No caso MIMO, a
matriz G € formada por outras matrizes G;, onde G,; € uma
matriz de coeficientes da resposta ao degrau da saida p em
relacdo a entrada [. Portanto, a matriz G é dada por:

=B(z"Y)D(z Hu(k—1)+C(z"")

Gll Glni

G21 G2ni
G=| . .

Gnol Gnom

Para se obter o vetor de resposta livre generalizado f,
as respostas livres para cada saida do sistema podem ser
agrupadas como:

£ [f0 £

3

f(no)] "

onde (¥ tem a mesma forma de (4). Portanto, o vetor de
resposta livre para cada saida p pode ser obtido recursivamente
como:

fz‘(p) =z(1— App(z_l))fi(ﬂ"'

n; 9
+Y Bz )Au (k- Dy, +i— 1), ®
=1
com i =1, NP p=1.n.1=1.,n, f? =

y® (k +1i) parai <0 e Aul)(k+ j) = 0 para j > 0.
Seguindo a mesma légica para se obter a lei de controle
para o caso SISO e generalizando w a partir do agrupamento
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das referéncias futuras para cada saida predita similarmente a
(7), o problema de otimiza¢do para o caso MIMO pode ser
representado da mesma forma padrao de (6).

III. METODO DOS MULTIPLICADORES EM DIRECOES
ALTERNADAS

O ADMM ¢ um algoritmo simples, mas poderoso, que se
adapta muito bem para problemas de otimizacdo convexa. Ele
se apresenta na forma de um algoritmo de decomposi¢do e
coordenacdo, no qual as solugdes de pequenos subproblemas
locais s@o coordenadas para encontrar uma solu¢do para um
problema global de grande escala [12]. ADMM pode ser
visto como uma tentativa de colher os beneficios de ambos, a
decomposicdo dual e o método de Lagrange aumentado, para
otimizagdo com restri¢des [16].

O ADMM foi desenvolvido para solucionar problemas na
seguinte forma:

min  h(x) + g(z)
Yy _ (10)
sa. Cx-+Dz=c,
com x € R?, z € R”, C € R"ea*", D € R"eaX™ ¢ ¢
R™rea, As fungdes h e g sdo convexas.

Para resolver o problema (10), o ADMM pode ser com-
putado de forma iterativa, alternando entre as varidveis x e
z e atualizando os multiplicadores de Lagrange associados as
restri¢des de igualdade, v:

Xj+1 = argmin £,(x;,2;,;), (11D
Zjt1 = argmin ,Cp(Xj+1,Zj,Vj)7 (12)
Vj+1 = I/j + p(CXj+1 —|— DZj+1 — é), (13)

onde £, é a fungdo lagrangiana aumentada. O primeiro e
segundo passos sdo equivalentes a minimizacdo do lagrangiano
aumentado em relacdo as varidveis x e z, respectivamente.
O uso da versdo aumentada do lagrangiano resulta em uma
convergéncia mais rdpida devido a uma melhor regularizacio
do problema através do termo quadritico [17]. O dltimo
passo € uma atualizacdo do multiplicador dual que garante a
convergéncia do algoritmo a partir da imposi¢do de consenso
das sequéncias de atualizagdes {Cx; — ¢} com {Dz,}.

O ADMM pode ser representado de uma forma mais com-
pacta e que pode ser mais conveniente para a implementacao.
Essa forma é chamada de escalonada e pode ser obtida através
da defini¢do de uma nova varidvel ¢; = (%)Vj, denominada
variavel escalonada dual [16]. Assim, o ADMM escalonado
pode ser computado iterativamente da seguinte forma:

xj41 1= argmin (h(x;) + £]Cx; + Dy; — ¢+ 513)
2,1 = argmin (9(y;) + S1Cx;11 + Dy; — e+ 653)
bj+1 = ¢; + (Cx;j41 + Dyjp1 —©).

(14

IV. ALGORITMO GPCADMM

A partir do QP do GPC (6), o primeiro passo proposto €
representar as restricdes por meio de uma funcdo indicadora
I_(x). Pode-se definir f(Au) = 1Au"HAu + bTAu e
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reescrever o problema rearranjando as restricdes com uso da
funcéo indicadora I_(x) na fungdo objetivo:

nAﬁn f(Au) + I_(RAu —¥). (15)

Para se obter a forma padrio do ADMM (10), pode-se
definir uma nova varidvel z = RAu — T para a segunda
equagdo e inserir uma restricdo de igualdade para manter o
acoplamento entre as varidveis:

min  f(Au)+ I_(z)
Au,z ~ (16)
sa. RAu-—-z=rT.

A partir da forma padrdo (16), o lagrangiano aumentado £,
pode ser definido como:

L,(Au,z,v) = f(Au) +1_(z) + ' (RAu—z — )+
+g||RAu P

Com o lagrangiano aumentado e os passos bdsicos do
ADMM escalonado (14), o GPCADMM pode ser computado:

Auj; := argmin (f(Auj) + g”f_{Au —z; —T+ (ijQ) ;
a7
Zj41 = argmin (I_(z) + gHRAUjH —z; —T+ ¢j||2) ,
(18)

¢j+1 = (bj + (RAUj+1 —Zj41 — f). (19)

Para computar o passo da equacdo (17) pode-se abrir o
termo da norma e agrupar da seguinte forma:

1 _
Aujyq :=argmin (2AuT(H +R'R)Au +
+ (b" +R"(¢ —z —T))Au).

~ Portanto, se forem definidos H=H+R"Reb=>bT+
R”(¢—2z—T)) recai-se num problema padrio de programagio
quadrética sem restri¢des:

1 - -
min —Au’HAu + b” Au, (20)
Au 2

que possui solucdo analitica:
Au]‘+1 = —Ijlilf).

Como em um problema tipico de GPC a matriz H pode ser
computada offline, entdo a sua inversa pode ser armazenada
offline e a solugdao desse passo pode ser computada apenas
com uma multiplicacdo matricial.

Para computar o passo da equagdo (18), pode-se verificar
que ela pode ser reescrita através do operador de proximidade
[17] da seguinte forma:

Zj1 = prox,_’p(RAujH — T+ ¢)). (@2))

Dado que I_(z) é uma fung¢do indicadora do ortante nega-
tivo R™, o qual € um conjunto convexo fechado e ndo vazio, o
operador de proximidade torna-se uma projecdo em R”™ [18].
Dessa forma, (21) pode ser obtida a partir da selecdo dos
elementos negativos de cada elemento ou zero:

Zjy1 = min(RAuj_H —T+ ¢j, 0)
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Os residuos das condi¢des de otimalidade podem ser usados
como critério de parada. O residuo primal r e o residuo dual
s s@o dados por:

rji = RAuj+1_Zj+1_f’ Sj+1 = pRT(Zj+1—Zj). (22)

Portanto, um critério de parada razodvel é que os residuos
devem ser menores que um valor de tolerancia desejado:

il <e e llsjll < eq- (23)

A partir dos desenvolvimentos apresentados, pode-se re-
sumir o GPCADMM, para o caso SISO, no Algoritmo 1. A
generalizacdo do algoritmo para o caso MIMO ¢ direta, como
foi apresentada na Secdo II.

Algoritmo 1: GPGCADMM
Entradas: A, B, d, R, t
Saida: u(k)
Dados: A, §, Ny, N1, Na, p> 0, 9o =0, €p, €4, Jmaz
inicio
Az =1 —2"HAG);
para ¢ =1: N, faca
‘ gi = 2(1—A(z7Y)gi—1 + B(z7 Yy
para:=1: N, faca
Gi:Ni = N :Nat1—is
H=2(GTG + \I);
H=H+R7pR; H=H
k=0;
enquanto modo automdtico faca
se tempo de amostragem entao
Adquire saida y(k) e referéncias futuras;
fo=y(k);
para i = 1: N> faca
fir=2(1= AT fir +
B(z7YHAu(k —d+i—1);
b" =2(fn,.n, — W, oN,) TGy
Zy = RAUO —7T;
J=0;
enquanto j < j,q. faca
b:=bT + pRT(¢; — z; — F);
Au = fIiIf);
z;+1 := min(RAu — T + ¢;,0);
¢j+1:=¢; + (RAu—z;1, —T);
se ||RA11 —Zj41 — f”g < €p €
PR (211 — 2;j)|2 < €q entdo

‘ retorna;
J=J+1L
Au(k)=11 0 0]1xn, Au;
u(k) = u(k — 1) + Au(k);
k=k+1;

fim

V. DETALHES DA IMPLEMENTACAO EMBARCADA

Esta secdo descreve os detalhes da implementacdo para
possibilitar embarcar o algoritmo em arquitetura paralela, os
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quais contribuem para um ganho de velocidade no tempo de
computagdo e pouco uso de memdria.

A. Aritmética de Ponto Fixo

A representacdo numérica geralmente € feita escolhendo-se
entre a aritmética de ponto fixo e a aritmética de ponto flutu-
ante. A aritmética de ponto fixo tem vantagens para sistemas
embarcados, tais como introduzir um menor atraso computa-
cional e ocupar menos espaco de memoria em relacdo a de
ponto flutuante. O pequeno atraso nas operagdes de aritmética
de ponto fixo permite que as implementacdes atinjam tempos
de execucdo menores que os que seriam alcancados com uma
representacdo em ponto flutuante. Por outro lado, a aritmética
de ponto fixo possui uma faixa dindmica mais limitada. Dessa
forma, a opcdo pela aritmética de ponto fixo requer uma
andlise numérica cuidadosa para a determinacdo do nimero
de bits para representar a parte inteira e a parte fraciondria
tais que overflows e o acimulo de erros de arredondamento
mantenham-se suficientemente pequenos [13].

A implementacdo da aritmética de ponto fixo é adequada
para a utiliza¢@o no algoritmo GPCADMM gracas a algumas
caracteristicas. A primeira delas é que, em aplicagdes de
controle, o modelo da planta e suas varidveis de entrada e saida
podem ser normalizados. Além disso, as limitacdes fisicas
como a resolu¢do dos transdutores e conversores analdgico-
digital (A/D) e os limites dos atuadores fazem com que a faixa
dindmica necessdria seja pequena e, nesse caso, uma represen-
tacdo com poucos bits € suficiente. A segunda caracteristica é
que o algoritmo proposto ndo requer operacdes de divisdo e,
dessa forma, o problema de erro relativo grande, comum na
representacdo de nimeros pequenos em aritmética de ponto
fixo, ndo é amplificado.

B. Multiplicagdo Matricial Paralela

Uma das operagdes mais custosas do ponto de vista com-
putacional, no contexto dos algoritmos propostos, é a mul-
tiplicacdo matricial. Algoritmos cldssicos de multiplicacdo de
matrizes densas, para um processador simples, sio computados
dentro de trés lacos de repeti¢do aninhados, com n repeticdes
cada. Tais algoritmos possuem uma complexidade O(n?),
0 que representa um crescimento acentuado do nimero de
operacdes com a dimensdo da matriz [19].

O uso de computacdo paralela pode diminuir considera-
velmente o tempo necessdrio para essa operacdo. Existem
formas bastante sofisticadas de implementacdo paralela, como
a utilizacdo da arquitetura sist6lica, que se propde a otimizar
trés métricas, a velocidade, a drea ocupada e o consumo de
energia [20], [21]. Neste trabalho é proposta uma forma de
implementag@o mais simples, focada na métrica de velocidade.

A ideia geral € agrupar as operacdes independentes, executa-
las de forma paralela e repassar os resultados intermedidrios
de forma sequencial por meio de registradores, formando
assim uma estrutura de pipeline. Um esquematico da proposta
de arquitetura pode ser visto na Fig. 1. Neste exemplo, é
apresentado o computo de um elemento de uma matriz de
ordem n = 10 com um bloco somador de 10 elementos. Como
cada elemento pode também ser computado em paralelo, a
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multiplicacdo entre duas matrizes 10 x 10 apresenta uma latén-
cia de 2 pulsos de clock (para uma aritmética de ponto fixo).
O algoritmo paralelo proposto apresenta uma propriedade de
complexidade dada por O([log;o(n)] + 1). Para comparac@o,
uma multiplicacdo entre duas matrizes 10 x 10 no algoritmo
paralelo necessita de 2 pulsos de clock, enquanto o algoritmo
sequencial requer 1000 pulsos.

a
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Fig. 1. Exemplo de multiplicagdo matricial paralela entre duas matrizes 10 X
10 em apenas 2 pulsos de clock.

C. Arquitetura de Implementacdo do ADMM

De modo a implementar o algoritmo do ADMM em ar-
quitetura paralela, foi proposta uma solug@o a partir de uma
maquina de estados finita. A solu¢do foi centrada no con-
trole sequencial das acdes através da mdaquina de estados,
de modo que os valores intermedidrios de computo fossem
coordenados enquanto as operacdes de soma, subtracdo e
multiplicacdo matriciais executam paralelamente. Na Fig. 2
sdo representadas de forma esquemadtica a implementacdo em
madquina de estados e as operagdes correspondentes. No estado
11, o critério de parada é verificado e, em caso positivo,
apds o passo 12, o processo é entdo terminado, sinalizando
o incremento de controle encontrado. Dessa forma, pode-se
fazer uma estimativa do tempo de execucdo do algoritmo a
partir da seguinte equagao:

t = T (2+niter (8+1([log1o (Nu) [ +1)+3([log o (nrin) | +1))),

onde 7T, € o periodo de clock utilizado pelo hardware € n;er
€ o nimero de iteragdes necessarios pelo algoritmo atingir o
critério de parada.

Para ilustrar a utilizagdo, toma-se um cendrio com um
horizonte de controle N,, = 5 e com restricdes de limite
superior e inferior no incremento de controle n,.;, = 10. Neste
cendrio obtém-se um total de 18 pulsos de clock para uma
iteracdo completa. Para um hardware com frequéncia de clock
de 50 MHz, o periodo é T,. = 0, 02 us e portanto o tempo total
de uma iterac@o ¢ de 0, 36 us
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Fig. 2. Arquitetura de implementacio do GPCADMM com méquina de
estados finita.
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VI. IMPLEMENTACAO EM FPGA

Para se avaliar o tempo de cOmputo do algoritmo em-
barcado, o Algoritmo 1 foi implementado em um FPGA.
O FPGA utilizado foi um Altera® MAXI10® modelo
10MS0DAF484C7G. A familia MAX 10 apresenta conver-
sores A/D embarcados no FPGA e 50000 elementos 16gicos
programaveis. O sinal de clock utilizado foi de 50 MHz na
placa de desenvolvimento DE10-Lite. Essa ¢ uma solucgdo de
baixo custo e com uma velocidade modesta se comparada
com FPGAs de ponta, como o Stratix® TV, que pode ser
utilizado com sinais de clock de 600 MHz. O algoritmo foi
implementado em Verilog. Para a representacdo numérica,
foi implementada uma aritmética de ponto fixo com uma
palavra de 16 bits, com 10 bits para os decimais. Maquinas de
estados foram utilizadas para sincronizar os médulos e todas
as operacdes de multiplicacdo matricial foram implementadas
para execucdo em paralelo. Um esquemadtico da arquitetura
implementada pode ser visto na Fig. 3. Os parimetros de
configuracdo do controlador sdo passados por meio de co-
municacdo externa (USB-Blaster) com o processador NIOS
II, em sua versdo econOmica, implementado no FPGA. A
comunicagdo do software embarcado no NIOS II com o bloco
de 16gica GPC foi feito através do barramento Avalon®. O
bloco GPC instancia os blocos ADMM e Resposta livre. As
bibliotecas de multiplicacdo matricial e as operagdes bdsicas
com aritmética de ponto fixo também foram implementadas
diretamente em ldégica customizada. A implementacdo foi
compilada no software Intel Quartus Prime 17.1.0 e resultou
em uma ocupacgdo de 30662 elementos 16gicos (62%), 7691
registradores, 49,125 KB de memodria (24%) e 40 multipli-
cadores embarcados (14%). Por se tratar de um FPGA de
baixo custo, a ocupacdo de 62% pode ser considerada boa
e com margem para o aumento no tamanho dos horizontes se
necessdrio. Os requisitos temporais foram obtidos com valores
positivos de folga, sendo os piores casos, com folgas menores,
de 1,034 ns de setup, 0,074 ns de hold, 15,394 ns de recovery
e 0,406 ns de removal.

IADC

Interface

|Resp. livre

[ADMM|

Fig. 3. Arquitetura de implementacdo em FPGA.

O estudo de caso utilizado foi o mesmo de [14] cuja planta
foi modelada com uma funcdo de transferéncia discreta de
segunda ordem:

Gls) = 0,035z + 0,0307

(2) = 21 63755 1 0.6703
com um horizonte de controle NV, = 5, horizontes de predicio
N1 = 1e Ny = 20, ponderagio no esforco de controle A = 10,
ponderagdo no erro § = 1 e referéncias futuras conhecidas
w(t+j),j=N1,...,N2.

Foram também definidas restri¢des para os incrementos de
controle |Au(k + j)] < 0,05 com 5 = 0,...,N, — 1. O

(24)
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Fig. 4. Resultado da simula¢@o com a saida da planta e o sinal de incremento
de controle para o algoritmo proposto.
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Fig. 5. Resultado da simulagdo com o tempo de execucdo e o nimero de
iteracdes do algoritmo proposto.

problema de otimizagdo resulta em uma matriz H € R5*®
e 10 restricdes. O GPCADMM foi sintonizado com p = 50
e com as tolerancias dos residuos primal e dual ¢, = ¢4 =
V/N,,0,001.

O estudo de caso foi primeiramente simulado em
MATLAB® de modo a se obter o pior caso no tempo
de execugdo. A simulagcdo foi realizada por 150 amostras
discretas e com trés trocas de referéncia do tipo degrau.
Nao foi utilizado warm-start para se avaliar o WCET. As
simula¢des foram feitas em um computador com processador
Core i3 de 2,40 GHz e 12 GB RAM. Os tempos de execucgio
do algoritmo foram medidos através do comando tic-foc do
MATLAB®.

Os comportamento do sistema de controle pode ser visto
na Fig. 4, na qual sdo apresentados a saida da planta e o
incremento de controle aplicado. Nas trocas de referéncia,
pode-se perceber que as restricdes estdo ativas limitando o
incremento de controle em =40, 05.

O desempenho do algoritmo € ilustrado na Fig. 5, na qual o
tempo de execuc@o e o nimero de iteragdes sdo apresentados.
Apesar de o GPCADMM apresentar um aumento no nimero
de iteragdes durante as trocas de referéncia, cada iteracdo
é pouco custosa do ponto de vista computacional. Essa é
uma caracteristica desejada para o algoritmo obter um bom
desempenho ao ser embarcado.

A Tabela I apresenta os tempos de execucdo médio e
maximo, obtidos a partir de 10 simula¢des. Dos dados de
tempo de execugdo coletados, o tempo maximo observado pelo
GPCADMM, com 33 iteracdes, foi de 1,30 ms.

O pior caso observado na simulagéo foi replicado na imple-
mentacdo embarcada em FPGA. O tempo gasto por iteracio
em cada modulo foi de 0, 14 us para o GPC, 0, 36 us para o
ADMM e 0, 80 us para resposta livre, totalizando 1, 30 us para
1 iteracdo completa do GPCADMM. Os resultados obtidos
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TABELA I
COMPARACAO DOS TEMPOS DE COMPUTO

GPCADMM
Tempo médio 0,66 ms
Tempo Mdéximo (iter.) 1,30 ms (33)

para o pior caso, com 33 iteracdes do ADMM, podem ser
vistos na Tabela II. Devido ao paralelismo implementado,
pode-se perceber que o tempo de execugdo € bastante rapido,
com valor maximo de 11,54 us.

Esse resultado pode ser considerado competitivo com outras
solugdes para MPC. Em [11], um algoritmo GPC com o
método de projecdo de gradiente acelerado dual (GPAD, do
inglés Accelerated Dual Gradient Projection) foi testado com
a mesma planta de exemplo (24) e com o mesmo FPGA.
O WCET observado nesse trabalho foi de 11,76 us com
21 iteragdes do algoritmo de otimizac¢do. Percebe-se que a
arquitetura GPCADMM proposta foi mais rapida, mesmo com
um ndmero maior de iteragdes. Esse desempenho pode ser
explicado, em grande parte, gracas ao ganho obtido com
a arquitetura de multiplicacdo matricial, implementada com
o somador de 10 entradas. Vale ressaltar que os métodos
acelerados de primeira ordem, como o GPAD, sofrem de
acumulacdo de erro quando aplicados com aritmética de ponto
fixo [22]. Um estudo sobre a representacdo numérica de ponto
fixo adequada para o ADMM pode ser vista em [23]. J4 para
as formulac¢des em espaco de estados, em [24], um algoritmo
MPC com o método de ponto interior foi aplicado em uma
planta de controle de vibracdo em uma haste flexivel. A planta
foi modelada com 14 estados e o horizonte de predicdo de 14
amostras. O tempo de computo em um FPGA com 70 MHz
e aritmética de ponto flutuante foi de 30,0 us. Em [25], um
MPC com o método de conjunto ativo foi aplicado em um
servomotor modelado com 2 estados. O horizonte de controle
utilizado foi de 3 amostras e o tempo de cOmputo em um
FPGA com clock de 100 MHz foi de 20, 0 us.

TABELA 1II
TEMPOS DE EXECUCAO EM FPGA

Tempo méaximo com 33 iteracdes

GPC 0,14 pus
ADMM 10, 60 ps
Resp. livre 0,80 us
GPCADMM 11,54 pus

VII. CONCLUSAO

Neste trabalho foi apresentada uma implementacdo embar-
cada de um algoritmo GPC de cOdmputo rdpido baseado em
ADMM. Como o algoritmo proposto utiliza apenas operagdes
bdsicas em cada iteracdo, a implementacio embarcada em
FPGA se torna bastante adequada. O GPCADMM embarcado
em FPGA mostrou-se bastante rdpido para o estudo de caso
apresentado, validando a arquitetura proposta e as aceleracdes
propostas nos computos das operagdes matemadticas. Os resul-
tados obtidos contribuem para a viabilidade da utiliza¢do do
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GPC em processos que tipicamente sdo controlados por PIDs
por conta da dinamica rdpida, trazendo assim as vantagens
inerentes do método.
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