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Output-only Based Identification of Modal
Parameters of Linear and Nonlinear Structures
by Wavelet Transform

Danilo D. Tannus, Diego D. G. B. Cruz and Oscar A. Z. Sotomayor

Abstract— In recent years, the methods of integrity monitoring
of civil structures and mechanical ones, such as damage detection,
fatigue analysis and risk-based management structures, have been
receiving considerable interest from various fields of science and
engineering. This work uses a mathematical tool for calculation
and for a relatively new signal processing, in which uses a time-
frequency analysis that provides more detailed information about
non-stationary signals. We are talking about the Wavelet
Transform. First, the Continuous Wavelet Transform is used to
identify the modal parameters such as natural frequencies and
damping rates, of a linear structure with four degrees of freedom.
After that, this method is tested on a non-linear structure that
represents a 20 floor building, proposed in the literature. A
theoretical explanation of the methodology and an example of a
simple application are also presented in order to understand the
efficiency of the technique in the identification of modal
parameters of structures.

Index Terms— Wavelet transform, Structural health
monitoring, Modal parameters identification, Time-frequency
analysis, Signal processing.

I. INTRODUCAO

dentificag@o dos pardmetros modais ou analise modal de um

sistema estrutural, com base somente em sua resposta de
vibragdo, € uma ferramenta utilizada em larga escala em
diversas aplicagdes, incluindo o controle de vibragdes e o
monitoramento da integridade estrutural (ou deteccdo de
falhas). Os pardmetros modais sdo os modos de vibragdo,
frequéncias naturais e fatores de amortecimento. Os modos de
vibracdo sdo os movimentos independentes que compdem o
comportamento geral de uma estrutura. O perfil de deformacao
em cada modo representa a forma modal, a frequéncia de
oscila¢do correspondente a cada modo representa a frequéncia
natural, ¢ o nivel de dissipagdo de energia em cada modo
corresponde ao amortecimento modal. A presenga de danos em
uma estrutura provoca modificagdes nas propriedades fisicas do
sistema, as quais se manifestam como alteragdes nos seus
parametros modais (Sobral, 2009).

A frequéncia natural é o pardmetro modal mais importante
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de uma estrutura. Assim, quando ocorre uma fissura (dano) na
secdo de uma viga existe uma redugdo no momento de inércia
que ¢ proporcional a abertura e comprimento da fissura, € uma
consequente reducdo da rigidez a flexdo local. Nesse caso
ocorre, portanto, uma diminui¢do dos valores da frequéncia
natural na flexdo. Em outras palavras, com o aumento do
carregamento e a evolucdo da fissuragdo, existe uma
diminuicdo da frequéncia natural e um aumento do
amortecimento. Essas alteracdes nos parametros modais
refletem as mudangas ocorridas na estrutura interna (i.e.
aumento das microfissuras no concreto €, como resultado,
reducdo do modulo de elasticidade) e refletem, também, as
mudancas na rigidez dos elementos estruturais submetidos a
carregamento progressivo (i.e. redugdo da se¢do transversal e
do valor da rigidez) (Da Silva, 2013).

Muitas técnicas de processamento de sinais tém sido
desenvolvidas nos ultimos anos, variando de algoritmos no
dominio do tempo, tais como a realizagdo de sistemas (ERA)
(Juang, 1987) e a identificacdo de sistemas estocasticos (Peeters
et al., 1999), a algoritmos no dominio da frequéncia, como os
baseados na transformada de Fourier (Verboven et al., 2004).
Recentemente, no entanto, mais atengdo tem sido dedicada a
algoritmos no dominio do tempo-frequéncia, nos quais a
transformada Wavelet recebe um grande destaque.

Entre as diversas aplicacdes utilizando Wavelet, Lardies e
Gouttebroze (2002) apresentaram um método de utilizagdo da
transformada Wavelet continua para a determinagdo de
pardmetros modais de uma estrutura de uma torre de 310 m de
altura construida na cidade de Nanjing, na China, através das
respostas de aceleracdo deste sistema estrutural. Constataram
que o método pode ser muito adequado para a analise de
sistemas mecanicos excitados por forcas aleatorias. Alves e
Fonseca (2014) utilizaram a transformada discreta de Wavelet
para detectar falhas em sistemas de distribuicdo utilizando as
correntes de fase como base para as analises. Andrade e Leao
(2014) fizeram uma revisdo para métodos de localizagdo de
falhas em linhas de transmissdo baseada em Wavelet.
Realizaram uma andlise critica, mostrando as vantagens e
desvantagens de cada um deles e suas aplicacdes mais comuns.
Abrahao et al. (2019) propuseram um algoritmo para estimar de
forma adaptativa os pardmetros de um modelo multifractal
considerando a transformada Wavelet de Haar.

A analise Wavelet ¢ capaz de revelar aspectos de um sinal
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que nao sdo possiveis de serem obtidos através de outras
técnicas de processamento. Esta consiste na quebra de um sinal
em versoes deslocadas e escalonadas de uma Wavelet mée, ou
funcdo base, permitindo usar as grandes escalas para mostrar as
caracteristicas mais globais do sinal e as pequenas escalas para
mostrar os detalhes (caracteristicas locais) do mesmo. Portanto,
a analise Wavelet ¢ uma técnica bem apropriada para identificar
as caracteristicas modais de uma estrutura, sendo de uma
importancia fundamental para a analise do comportamento
dinamico, ja que ¢ util no exame de sinais com caracteristicas
de ndo-estacionariedade, componentes transitorios de curta
duragdo e singularidades em varias escalas diferentes
(Goswami e Chan, 2011).

O objetivo principal do presente trabalho ¢ a identifica¢do
dos parametros modais, tais como frequéncias naturais e fatores
de amortecimento, de uma estrutura linear com 4 graus de
liberdade (4-DOF), baseado somente na resposta dinamica da
estrutura, obtida por ensaios de vibragdo, ¢ pelo uso da
Transformada Continua de Wavelet (CWT). Para isso, foi
desenvolvido um programa especifico no software
MATLAB™ para realizar todo o procedimento da CWT, com
um tempo de processamento relativamente baixo, a fim de obter
resultados mais assertivos. Na analise Wavelet apresentada
neste trabalho apenas um sensor é necessario para coletar as
informacdes de todos os graus de liberdade da estrutura,
enquanto a maioria das técnicas de detecgdo utiliza um conjunto
de sensores. A CWT também ¢ usada para identificar os
principais pardmetros modais de uma estrutura ndo-linear com
414-DOF, que representa um prédio de 20 andares. Os
pardmetros modais assim obtidos sdo comparados com os
pardmetros modais de projeto de ambas as estruturas,
respectivamente.

II. TEORIA WAVELET E A IDENTIFICACAO DE PARAMETROS
MODAIS

A. Analise Wavelet

Muitas técnicas de andlises de séries temporais tém sido
desenvolvidas nos ultimos anos. Entre elas pode ser destacada
a Analise de Fourier, considerada talvez a mais classica e
associada a este tema. Porém, a limitacdo de que a tradicional
Transformada de Fourier s6 pode fazer a analise no dominio
frequéncia de todo o conjunto do sinal estimulou o
desenvolvimento de novas técnicas. Uma delas foi a
Transformada de Fourier de curta duragdo (STFT), que adaptou
a técnica tradicional para analisar somente uma parte do sinal
por vez, fazendo o mapeamento em fun¢do do tempo e da
frequéncia. Mas, as informagdes obtidas pela STFT sdo
limitadas pelo tamanho da janela, a qual, uma vez determinada,
permanece constante para a analise do resto do sinal. Se a janela
determinada for pequena, pouca informagdo sobre o sinal ¢
obtida e havera excesso de processamento. Por outro lado, se a
janela for grande, aumentam os erros na consideracdo de
estacionariedade do sinal.

A partir de entdo fez-se necessario o desenvolvimento de
uma técnica com uma abordagem mais flexivel como a analise
Wavelet, que ¢ capaz de obter localizacdo tanto no tempo

quanto na frequéncia, ¢ pode usar as grandes escalas para
mostrar as caracteristicas mais globais do sinal e as pequenas
escalas para mostrar os detalhes do mesmo.

A Transformada Continua de Wavelet (CWT) ¢é definida
como a integral do sinal f(t) multiplicado por versdes
deslocadas, tal deslocamento representado por b, e versdes
escalonadas, representadas por a, da fungdo Wavelet mae, da
forma (Huang e Su, 2007):

Wy(a,b) = [* fOP x4, (O)dt (1)

O simbolo * denota o complexo conjugado. Esta também
pode ser definida pelo produto interno entre o sinal ¢ as fungdes
Wavelet:

Ww(a' b) ={f(0), Yap ©) (2)

Os resultados da CWT sdo muitos coeficientes em fungdo da
escala e posi¢do. Esses coeficientes sdo ditos correlagdes
cruzadas do sinal com as fungdes Wavelets. A funcdo Wavelet
P, p(t) € obtida através de uma fungdo P(t) pela seguinte
transformacao:

Yo (®) = =9 (=) 3)

B. Identificagdo dos Pardmetros Modais Utilizando Wavelet

Considere um sistema de vibraggo linear invariante no tempo
com um Unico grau de liberdade, ou seja, um corpo de massa m
ligado por uma mola e um amortecedor viscoso a um suporte
fixo, com uma for¢a F(t) de frequéncia w e amplitude f,
atuando sobre ela (Chen et al., 2009). Sua equagdo do
movimento é dada por:

mX + cx + kx = F(t) 4
A forga de excitagdo é uma fungdo seno pura:
F(t) = f,coswt ®)

Expressando (4) em termos de frequéncia natural w,, e taxa
de amortecimento ¢, ¢ obtido:

¥+ 2{wpX + w3x = fcoswt (6)

Posteriormente, ¢ feita uma relagdo da transformada Wavelet
Morlet, funcdo Wavelet que serd usada nesse trabalho, com a
frequéncia natural e taxa de amortecimento do sistema. A
funcdo Wavelet Morlet ¢ definida no dominio do tempo por:

g(t) = exp(jw,t) exp((—1/2)t?) (7)

A relagdo de amortecimento ¢ e a frequéncia natural w,, s@o
estimadas pelas inclinagdes do logaritmo do modulo e da fase
da transformada Wavelet em relacdo ao pardmetro b, isto ¢
(Chen et al., 2009):
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Inclinacio de ln|%x(a0, b)| por b=—-{w, ®

Inclinagao de Wyx(ay,b) por b= wy1— ©)]

Assim, para uma faixa de b na qual o grafico da inclinagdo
do logaritmo do modulo e da fase da transformada torna-se uma
reta, o coeficiente angular ¢ calculado, tornando possivel
estimar a relagdo de amortecimento e frequéncia natural.

A transformada Wavelet Morlet da resposta for¢ada pode ser
aproximada pela resposta livre, pois 0 modulo da transformada
de Wavelet da solugdo homogénea ¢ muito maior que o modulo
da transformada de Wavelet da solugdo particular. Deve ser
observado também que o método de identificagdo de
parametros modais para sistemas com um grau de liberdade
pode ser aplicado nos modos separadamente dos sistemas com
mais de um grau de liberdade

III. APLICACOES E RESULTADOS

A. Aplicagdo a um Sistema Linear

Aqui sera utilizada a CWT para a detec¢do dos parametros
modais de um sistema linear com 4 graus de liberdade (4-DOF),
Fig. 1, em que sera adicionada uma condi¢do inicial no
deslocamento do sistema, sendo possivel a obten¢do das
respostas dos modos envolvidos.

), ()
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G
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Fig. 1. Sistema estrutural com 4-DOF

A equag@o do movimento ¢ dada por:

M#(t) + Cx(t) + Kx(t) =0 (10)

x() = [xo(Ox; (D%, (Ox3(D)]" (11)
m, 0 0 0

M= 8 m fnz 0 (12)
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[co + ¢4 - 0 0
| ¢ +c, —Cy 0
¢= 0 —c, c, +c3 —c3 (13)
0 0 —C3 C3
ko + Ky -k, 0 0
_kl kl + kz _kz O
K= 14
0 _kZ kz + k3 _k3 ( )
0 0 —k; ks

Em que x; (i = 1, 2, 3), € o deslocamento de cada piso da
estrutura relativo ao solo; m;, ¢; e k; sdo a massa,
amortecimento e rigidez, respectivamente; X, ¢ o deslocamento
da base, m, a sua massa, ¢, ¢ k, sdo o amortecimento e a
rigidez dos isoladores. Os pardmetros do sistema pertencem a
um edificio real e sdo tomados de Guclu (2006).

Para que os pardmetros sejam estimados, ¢ necessaria a
analise da resposta do sistema. Uma grande vantagem da
analise Wavelet é a necessidade de apenas um sensor
(acelerometro) instalado em um andar, nesse caso sera no
primeiro (base), ¢ a resposta coletada por este sensor ira conter
todas as informagdes necessarias de todos os outros andares,
tornando possivel a estimag@o dos parametros destes. A maioria
das técnicas de deteccdo de danos utiliza um conjunto completo
de sensores para medir as respostas em todos os graus de
liberdades. A resposta livre do modo 0, com tempo de
amostragem de 0,01 segundos, pode ser vista na Fig. 2.

Deslocamento (m)

_8 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Tempo (s)

Fig. 2. Resposta livre do deslocamento da base

A seguir, aplica-se a transformada Wavelet Morlet na
resposta da base do sistema. O valor da frequéncia ajustavel foi
wy = 20. Valores muito grandes de w, sdo utilizados para
sistemas em que seus modos estao fortemente acoplados, sendo
necessaria uma analise mais detalhada (Chen et al., 2009). Esta
analise foi dividida em duas partes, escalas de 10 a 120 (Fig. 3)
e escalas de 300 a 800 (Fig. 4), os quais sdo os valores de escalas
necessarios para abranger os quatro modos.
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Fig. 3. CWT do sinal para valores de escala de 10 a 120
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Fig. 4. CWT do sinal para valores de escala de 300 a 800

Observam-se as escalas em que ocorrem os picos da
transformada, em seguida obtém-se novamente a transformada
com os valores dos fatores de escala fixos. Nesse caso, os picos
ocorrem em:

ag = 588, a, = 94, a, = 49, as = 37

800 120
Base
700 \__—’—/_ o Modo1
@ 1 = 100
R —— 2
i i 90 @
e ———|
sool— 50
400 70
0 10 20 30 40 0 5 10 15 20
Translacdo (s) Translacdo (s)
60
42
Maodo 2 Modo 3
55 40
@ m
: w
w 50 w
36
45 34
0 5 10 0 5 10

Translacgio (s) Translagdo (s)

Fig. 5. Diagramas de contorno para os quatro modos

Como mencionado em (8) e (9), para a base (modo 0), o
grafico do logaritmo e da fase podem ser vistos nas Fig. 6 e Fig.
7, respectivamente.

Para uma faixa de valores da translagdo o grafico se aproxima
de uma reta, tanto para o médulo quanto para a fase. Para a base
do sistema, a faixa valores de b escolhida, a qual deve estar
dentro da reta imaginaria tragada no grafico, foi de 20s a 21s.
Portanto, as inclinagdes das retas dos graficos serdo:

In da magnitude (modo 0)

_3_5 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40

translagdo (s)
Fig. 6. Logaritmo natural da magnitude da CWT do sinal com a, = 588

- Ay  —2,6447 — (=2,6531)
nclinagaomequi, (modo 0) = Ax - 21-20

= —0,0084

140
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translacéo (s)
Fig. 7. Fase da CWT do sinal com a, = 588

Ay 68,2555 — 71,6617
Ax 21—20

inclinagaog,g. (modo 0) =
= 3,4062
Por (8) e (9), chega-se as relagdes das inclinagdes com os

pardmetros modais. Assim, para estimar a relacdo de
amortecimento e frequéncia natural:
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—0,0084 = —(ywn, € 3,4062 = wy, /1 -2

Resolvendo o sistema, chega-se ao resultado de {, =
0.002466 e wpy = 3,4063. O mesmo procedimento ¢é
repetido para os modos 1, 2 e 3.

O mesmo procedimento ¢ realizado para os outros modos. Na
Tab. 1 ¢é apresentada uma comparagdo entre os valores
analiticos e estimados dos parametros modais de todos os
modos.

TABELA 1
COMPARACAO DOS VALORES DOS PARAMETROS ANALITICOS E ESTIMADOS
Faixa Wy, Wy R
Modos w, g C(%) < (%)
deb (rad/s) (rad/s)
Base 20 588 [20,21]  3.4098 3.4063  0.2470  0.2466
Modo
’ 20 94 [10,15] 21.1925 21.1713 1.5120 1.5120
Modo
5 20 49 [10,15] 39.4225 39.3829 2.7888 2.7890
Modo
3 20 37 [5,10] 52.8774 52.8241 3.7812 3.7805

B. Aplicagdo a um sistema Ndo Linear

Neste topico a aplicagdo da analise Wavelet para deteccéo de
pardmetros modais sera testada para um sistema ndo linear. A
estrutura utilizada representa um prédio de 20 andares,
desenhada por Brandow & Johnston Associates em 1996, que
foi tomada como base as construgdes de Los Angeles, na regido
da California. Embora este prédio nunca tenha sido construido,
ele serviu como estrutura de referéncia ou benchmark para os
estudos da SAC Steel Projec. O modelo ndo linear foi baseado
em [9], e a partir dele foram obtidas as respostas do sistema para
que fossem analisadas.

Esta estrutura possui uma largura de 30.48 metros por 36.58
metros, e 80.77 metros de elevagdo. Os compartimentos sdo de
6.10 metros no centro, nos dois sentidos, com cinco
compartimentos na dire¢do norte-sul e seis na diregdo leste-
oeste. O sistema lateral de resisténcia a carga ¢ composto em
um perimetro de ago. Os compartimentos interiores da estrutura
contém enquadramento simples, com pisos compostos. Os nds
desta estrutura estio localizados nas articulagdes entre vigas e
pilares. Cada no tem trés graus de liberdade: horizontal, vertical
e rotacional. A estrutura de 20 andares possui 414-DOF antes
da aplicagdo das condicdes de fronteira. Esta estrutura pode ser
vista na Fig. 8. A resposta livre do deslocamento da base do
prédio de 20 andares pode ser observada na Fig. 9.

Como os pardmetros modais ndo podem ser obtidos
analiticamente por se tratar de uma estrutura ndo linear, as
frequéncias naturais serdo comparadas aos valores ditos pelo
trabalho de Ohtori et al. (2004), que define que as frequéncias
naturais dos 10 primeiros modos sdo: 0.261, 0.753, 1.30, 1.83,
2.40,2.44,2.92,3.01, 3.63, ¢ 3.68 Hz.
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Fig. 8. Estrutura de 20 andares (Ohtori et al., 2004)
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Os quatro primeiros modos também podem ser comparados
ao PSD (Power Spectral Density) ou espectro de frequéncia do
sinal de resposta livre no primeiro modo de vibragdo, como
pode ser visto na Fig. 10.

'30 T T T T
=c- Modo1 | 5 5
0.256 Hz H H H

-40

-50

B0L----

-70

-80

Powerfrequency (dB/Hz)

-90

-100

-110

15 2
Frequency (Hz)

25

Fig. 10. Espectro de frequéncia do sinal de resposta livre da estrutura ndo
linear

Ja as taxas de amortecimento serdo calculadas pela relagdo
de amortecimento de Rayleigh (Ohtori et al., 2004):

{1 (wiws+w?)
Zi - aEi(w1+w5) )
sendo que {; = 0.02.
Para verificar a validade da analise Wavelet na detecgdo de
pardmetros modais em estruturas ndo lineares, foram estimados
apenas os modos 1, 2, 3 e 4, somente para demonstragdo. A
frequéncia de ajuste para o modo 1 foi w, = 5, ja para os modos
2,3 e 4 foi wy, = 20. A CWT dos 4 primeiros modos pode ser
vista nas Fig. 11, Fig. 12 e Fig. 13. A analise foi dividida em
trés partes para que todos os picos pudessem ser observados. O
diagrama de contorno é mostrado na Fig. 14.
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Fig. 12. CWT do sinal para valores de escala de 300 a 500 e w, = 20
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Fig. 14. Diagramas de contorno para os quatro primeiros modos

Nas Fig. 15 e Fig. 16 encontram-se os graficos do logaritmo
natural do modulo e da fase da CWT do primeiro modo da
estrutura ndo linear, os outros modos podem ser obtidos da

mesma forma.
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Fig. 15. Logaritmo natural da magnitude da CWT do sinal da estrutura ndo
linear com a; =310
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Fig. 16. Fase da CWT do sinal da estrutura ndo linear com a, =310

Na Tab. 2 encontram-se os resultados estimados das
frequéncias naturais e taxa de amortecimento dos 4 primeiros
modos da estrutura nio linear da analise Wavelet, taxas de
amortecimento calculadas pela relagio de amortecimento de
Rayleigh, frequéncias naturais estimadas por PSD e definidas
pelo trabalho de Ohtori et al. (2004).

TABELAII
PARAMETROS MODAIS ESTIMADOS DA ESTRUTURA NAO LINEAR
®,Hz) @, Hz) ¢ (%) ¢ (%
Modos w, (Hz) " " ° ¢ Ca)
PSD Wavelet Rayleigh Wavelet
Modo 1 0.261 0.256 0.2611 2.00 2.00
Modo 2 0.753 0.745 0.7516 1.19 1.19
Modo 3 1.30 1.294 1.2972 1.34 1.34
Modo 4 1.83 1.843 1.8239 1.63 1.62
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Com a analise dos resultados e fazendo a comparagdo na Tab.
II, conclui-se que o método conseguiu identificar bem as
frequéncias naturais e taxas de amortecimento dos primeiros
modos de vibragdo da estrutura ndo linear. Maiores discussoes
sobre este trabalho e uma analise mais detalhada dos resultados
podem ser obtidos em [24].

IV. CONCLUSAO

O presente trabalho teve como objetivo a detecgdo de
parametros modais de sistemas estruturais utilizando uma
técnica que faz uso tanto da andlise no tempo, quanto da
frequéncia: a transformada continua de Wavelet.

Os estimulos para a criacao da analise Wavelet foram as
limita¢des impostas por algumas técnicas de analises de sinais,
como a transformada de Fourier. A analise Wavelet é capaz de
obter localizagdo tanto no tempo quanto na frequéncia, e pode
usar as grandes escalas para mostrar as caracteristicas mais
globais do sinal e as pequenas escalas para mostrar seus
detalhes. Além disso, uma grande vantagem desta técnica ¢ de
somente precisar de um acelerdmetro, normalmente localizado
no primeiro modo, para obter as respostas de todos os modos.

A partir de um programa especifico desenvolvido para este
trabalho, a analise Wavelet na detecgdo de pardmetros modais
foi aplicada tanto para uma estrutura linear, quanto para uma
estrutura ndo linear, um prédio de 20 andares. Em ambos os
casos os valores estimados se aproximaram muito dos valores
analiticos, no caso da estrutura linear, e dos valores calculados
e predefinidos, no caso da estrutura nio linear.

O trabalho foi baseado somente em simulagdes. Para a
aplica¢do em um caso real, as principais dificuldades seriam a
implementagdo fiel da estrutura e a aquisicdo do acelerometro
para obter os dados das respostas dos modos de vibragao.
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