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Implementation of a Distributed Optimal Predictive
Control in a Quadruple Tank System

F. Pereyra, G. Valencia, N. Cazarez, Senior Member, IEEE, F. López, and B. González, Member, IEEE.

Abstract—This paper presents the development of a distributed
optimal model predictive control (DOMPC) applied to a quadru-
ple tank system. The DOMPC is based on an optimal model
predictive control (OMPC) approach. In order to distribute the
control laws, the DOMPC divide the controller in s local con-
trollers. The local controllers are communicated by a local area
network (LAN). For the control input calculation, it is assumed
that this LAN introduces a delay of one sample. A Labview
virtual instrument, that allows to implement and configure the
DOMPC controller, is developed in order to apply the controller
in a quadruple tank process. This virtual instrument uses an
intuitive graphical interface to adjust the controller parameters
and incorporates a simple but effective strategy to cope with
information losses in the LAN. The development is a distributed
scheme that has the benefit of coordinate the tasks from local
controllers to achieve the global control objective. Finally, the
results obtained are compared with a centralized OMPC in order
to evaluate its performance and its applicability.

Index Terms—Predictive Control, Distributed Control, Pack-
age loss, Quadruple Tank System.

I. INTRODUCCIÓN

LOS sistemas a gran escala han sido de interés para la
comunidad del área de control automático desde tiempo

atrás [1], [2]. Una técnica de control que es muy prometedora
en esta área es el Control Predictivo (MPC) [3], [4]. El MPC es
una estrategia de control que se basa en el uso de un modelo
de la planta para poder predecir su comportamiento en una
ventana de tiempo futuro, llamado horizonte de predicción, y
minimiza una función de costo para poder encontrar la secuen-
cia óptima de entradas en un horizonte de control. De toda la
secuencia futura de entradas, solamente se aplica la primera y
las demás se descartan, repitiéndose el proceso en el siguiente
instante de muestreo. Esta técnica es popular debido a que
puede tomar en cuenta dinámicas complejas y multivariables,
ası́ como las restricciones fı́sicas y de calidad del proceso.
Tradicionalmente el MPC [3] fue aplicado a procesos lentos
debido a que representa una gran carga computacional para
poder resolver el problema de optimización en lı́nea, el cual
se hace más complejo cuando crece el número de variables

F.J. Pereyra, and N. Cazarez are with Tecnológico Nacional de
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involucradas. Algunas aplicaciones recientes del MPC en el
contexto latinoamericano son el control de un colector solar
[5], un sistema de presión [6], el control de un horno rotatorio
[7], entre otros.

Con el paso del tiempo su aplicabilidad ha sido posible
con las mejoras tecnológicas y desarrollo de algoritmos más
eficientes [8], [9], [10], sin embargo, aun hay varios proble-
mas que impiden una exitosa implementación, por ejemplo:
(i) aunque ha habido avances en los dispositivos de proce-
samiento, el problema de optimización no puede ser resuelto
en tiempo para sistemas con un gran número de variables y se
ha demostrado que la complejidad (carga computacional) de un
problema centralizado escala mucho más rápido en contraste
con un esquema de control distribuido [11]; (ii) algunos
sistemas requieren ser flexibles y por lo tanto no es posible
tener un modelo constante, tal es el caso de sistemas de control
de edificios [12] y redes de distribución de energı́a [13], [14]
donde hay varios dispositivos/usuarios que se conectan y/o
desconectan del sistema durante su operación; (iii) puede haber
limitaciones en el flujo de información (por ejemplo grandes
retardos), especialmente en sistemas que tienen una extensión
fı́sica muy grande por ejemplo en la distribución de agua [15],
[16], cadenas de suministro [17], redes logı́sticas [18], [19],
entre otros.

Para situaciones como las presentadas anteriormente, donde
el MPC centralizado no es adecuado, el control distribuido
puede ser considerado como una alternativa. El MPC dis-
tribuido es un esquema donde hay múltiples controladores
MPC cada uno para un subsistema local y donde estos subsis-
temas interaccionan entre si. Cada MPC local se comporta
como un controlador MPC centralizado pero considera la
dinámica, restricciones y objetivos de control de los demás
subsistemas. Para ello, cada controlador resuelve un problema
de optimización con información local (MPC descentralizado)
y pudiera intercambiar información con los otros controladores
(MPC distribuido) para mejorar el desempeño global del
sistema.

Se han desarrollado diversas técnicas de MPC distribuido
[2]. Debido a la complejidad y variedad de sistemas a gran
escala existen diferentes esquemas propuestos y no existe un
esquema único o generalizado, cada uno está desarrollado
haciendo consideraciones particulares para cada aplicación,
e.g. [20], [21], [22]. Se pueden encontrar excelentes revisiones
de literatura en [23], [24], donde se clasifican las ventajas
y desventajas de cada uno de ellos. La tendencia en la
investigación en sistemas de MPC distribuido es a considerar
sistemas cada vez más grandes, llegando a tamaños como el
de control de trafico [11], distribución de agua [15], [16],
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distribución eléctrica [13], [14], entre otros.
En contra de la tendencia actual, el enfoque de este artı́culo

es diferente, en el que se da énfasis a la implementación del
algoritmo. Por lo que este artı́culo presenta el desarrollo de un
controlador predictivo óptimo distribuido (DOMPC) aplicado
a un sistema de cuatro tanques acoplados. El sistema de
cuatro tanques acoplados fue originalmente concebido como
una herramienta educacional para la enseñanza de técnicas
de control multivariable [25] y también ha sido utilizado
como una planta demostrativa para la evaluación de diferentes
controladores incluyendo control de modos deslizantes [26],
control de modelo interno [27], control de matriz dinámica
[28], control robusto [29] y MPC distribuido [30], [31]. De la
misma forma que en [31],el modelo del sistema se particiona
en dos subsistemas que cuentan con dos controladores OMPC
locales que intercambian información en una red de área local
(LAN) y considera el retardo de una muestra. Pero, a diferen-
cia de [31], en este artı́culo se aborda el problema de pérdida
de información en el canal de comunicación, proponiendo el
uso de la información calculada en el instante previo a la
pérdida de datos resultando en una solución sencilla y eficaz.
Finalmente, este desarrollo se valida de forma experimental
para lo cual se desarrolla una plataforma en Labview que
permite su implementación.

El artı́culo está dividido de la siguiente forma: en la
Sección II se presentan las bases teóricas del control predictivo
óptimo (OMPC); en la Sección III se presenta el control pre-
dictivo óptimo distribuido (DOMPC); la Sección IV describe
el sistema de cuatro tanques acoplados; la Sección V describe
la implementación en Labview del controlador y los resultados
obtenidos; finalmente, la Sección VI presenta las conclusiones.

II. CONTROL PREDICTIVO ÓPTIMO (OMPC)
Asuma un modelo estádar en espacio de estado de la forma:

xk+1 = Axk + Buk; (1)
yk = Cxk;

donde xk ∈ Rn es el vector de estados, uk ∈ Rm es el vector
de entradas y yk ∈ Rp es el vector de salidas del sistema;
A,B,C son matrices de dimensión apropiada que completan
la descripción del sistema.

Para poder regular el sistema a una referencia deseada es
necesario calcular el estado estable [32], [3]. La ley de control
estabilizante está basada en una ganancia de retroalimentación
LQ, de modo que, asumiendo que K es la ganancia de
retroalimentación, las entradas estan dadas por:

uk+i−uss = (2){
−K(xk+i − xss) + ck+i; i ∈ {0, . . . , nc − 1}
−K(xk+i − xss); i ∈ {nc, nc + 1, . . .} ;

donde las perturbaciones ck son los grados de libertad del
problema de optimización que garantizan la satisfacción de
las restricciones; convenientemente acomodados en el vector
c−→k =

[
cTk . . . cTk+nc−1

]T
con nc definido como el

horizonte de control. xss y uss son los valores de estado
estable del sistema, los cuales se obtienen a partir de:

xss = Pxrk; uss = Purk; (3)

donde rk ∈ Rp es la referencia y los detalles para la obtención
de Px y Pu se muestran a detalle en [32]. Usando (2), el
modelo utilizado para desarrollar las predicciones es:

xk+1 = Φxk + Buk; (4)
uk = −Kxk + Prrk + ck; (5)

donde Φ = A−BK y Pr = KPx + Pu. Las ecuaciones de
predicción se obtienen iterando sobre el modelo, obteniéndose:

x−→k = Pclxk + Hc c−→k−1 + Prxrk; (6)

y
−→k = Pclyxk + Hcy c−→k−1 + Pryrk;

u−→k = Pcluxk + Hcu c−→k−1 + Prurk;

∆u−→k = P∆uxk −Puk−1
uk−1;

donde, x−→k ∈ Rn·np , y
−→k ∈ Rp·np y u−→k, ∆u−→k ∈ Rm·np , que

son las predicciones de los estados, las salidas, las entradas
y los incrementos de las entradas respectivamente y np es
el horizonte de predicción. El detalle de las matrices de
predicción están en el Apéndice A.

A. Función de Costo

Considerando la función de costo con horizontes infinitos

J =

∞∑
j=0

[
xTk+j+1Qxk+j+1 + uTk+jRuk+j

]
; (7)

con Q > 0 y R > 0. Expresando en términos de la variable
de decisión, ck,

J = xTkPxk +

nc−1∑
j=0

cTk+j

[
BTPB + R

]
ck+j ; (8)

= c−→
T
kW c−→k;

donde, W = diag(BTPB+R), R > 0, BTPB > 0, W > 0.
P se obtiene mediante la solución a la siguiente ecuación de
Lyapunov:

ΦTPΦ = P− ΦTQΦ−KTPK; (9)

donde P ≥ 0 y P = PT .

B. Restricciones

Las restricciones son cotas que ayudan a mantener al
proceso dentro de ciertos lı́mites de operación permitidos o
deseados. Las restricciones tienen la siguiente forma general:

X = x : Axx ≤ bx;

Y = y : Ayy ≤ by; (10)
U = u : Auu ≤ bu;

∆U = x : A∆u∆u ≤ b∆u.

Se sabe que para una Mc y qc adecuada, las predicciones
de entrada (2) y las predicciones del modelo (4)-(5) satisfacen
las restricciones (10) si,

Mc c−→k ≤ qc(xk,uk−1, rk). (11)
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C. Ley de Control

Con la función de costo (8) y las restricciones (11) se
obtiene el siguiente problema de programación cuadrática:

c−→
∗
k−1 = arg min

c−→k−1

c−→
T
kW c−→k

s.a. Mc c−→k ≤ qc(xk,uk−1, rk).
(12)

Finalmente, la ley de control se forma por:

uk = −Kxk + c∗k + Prrk. (13)

Donde el término c∗k es el primer elemento del vector c−→
∗
k.

Observación 1. En el caso nominal el controlador OMPC es
estable en lazo cerrado y puede probarse mostrando que la
función de costo J (12) es una función de Lyapunov y que
para cada instante de muestreo k, la trayectoria calculada en
el instante anterior puede reutilizarse.

Observación 2. El OMPC es un controlador de tipo central-
izado que toma en cuenta el comportamiento de la planta
de forma global, sin embargo, en plantas de gran tamaño
es impráctico, se requiere de un alto poder computacional
y cualquier fallo repercute de forma significativa en el de-
sempeño de la planta y podrı́a originar el paro total de la
planta.

III. CONTROL PREDICTIVO ÓPTIMO DISTRIBUIDO
(DOMPC)

Una forma de solucionar la desventaja de los controladores
centralizados, principalmente problemas de complejidad com-
putacional, es distribuir la carga en diferentes subcontroladores
que trabajen en conjunto para lograr el objetivo global. Los
subsistemas comparten información de sus variables y toman
en cuenta todas las interacciones entre ellos.

El desarrollo del control predictivo distribuido (DOMPC)
parte del modelo centralizado. Considerando un número s
de subsistemas se obtiene el modelo distribuido para cada
uno. El modelo de cada subsistema incluye un vector de
compensación. Para el diseño del controlador se toman las
siguientes suposiciones:

1) Los controladores son sı́ncronos.
2) Los controladores están conectados a una red local, la

cual introduce un retardo de un instante de muestreo.
3) Los horizontes de control y predicciones son iguales

para cada subsistema.
De la representación en espacio de estados, el sistema de

particiona en s submodelos:x1,k+1

...
xs,k+1

 =

A11 . . . A1s

...
. . .

...
As1 . . . Ass


x1,k

...
xs,k


+

B11 . . . B1s

...
. . .

...
Bs1 . . . Bss


u1,k

...
us,k

 ; (14)

y1,k+1

...
ys,k+1

 =

C11 . . . C1s

...
. . .

...
Cs1 . . . Css


x1,k

...
xs,k

 .

La entrada se define como:u1,k+1

...
us,k+1

 =−

K11 . . . K1s

...
. . .

...
Ks1 . . . Kss


x1,k

...
xs,k

 (15)

+

Pr11 . . . Pr1s
...

. . .
...

Prs1 . . . Prss


r1,k

...
rs,k

+

c1,k

...
cs,k

 .
El modelo usado para las predicciones tomando en cuenta

la estructura de la ley de control (15) es,

xi,k+1 = Φiixi,k + Biici,k + BPrDii
ri,k + wi,k; (16)

yi,k = Ciixi,k + vi,k; (17)
ui,k = −Kiixi,k + ci,k + Priiri,k + hi,k; (18)

donde Φii = Aii − BKDii, BKDii =
∑s
p=1 BipKpi,

BPrDii =
∑s
p=1 BipPrpi y i = 1, . . . , s, donde s repre-

senta al número de subsistemas que componen el proceso.
xi,k ∈ Rni , ui,k ∈ Rmi y yi,k ∈ Rpi son el estado, entradas
y salidas de control del sistema i; ri,k ∈ Rpi and ci,k ∈ Rmi

son las referencias y compensaciones óptimas para cada uno
de los subsistemas; y wi,k ∈ Rni , vi,k ∈ Rpi , hi,k ∈ Rmi

son los vectores de interacción de estado, salida y entrada del
subsistema i respectivamente.

Los vectores de interacción para cada subsistema son:

wi,k =

s∑
j=1;J 6=i

Φijxj,k +

s∑
j=1;j 6=i

Bijcj,k +

s∑
j=1;j 6=i

BPrDijrj,k;

vi,k =

s∑
j=1;j 6=i

Cijxj,k; (19)

hi,k =

s∑
j=1;j 6=i

−Ki,jxj,k +

s∑
j=1;j 6=i

Prijrj,k;

donde Φij = Aij − BKDij , BKDij =
∑s
p=1 BipKpj ,

BPrDij =
∑s
p=1 BipPrpj .

Iterando sobre el modelo (16)-(18) se obtienen las ecua-
ciones de predicción:

x−→i,k =Pclixi,k + Hci c−→i,k + BPrxiri,k + Wcliw−→i,k;

y
−→i,k =Pclyixi,k + Hcyi c−→i,k + BPryiri,k

+ Wclyiwi,k + v−→i,k; (20)

u−→i,k =Pcluixi,k + Hcui c−→i,k + Pruiri,k

+ Wcluiwi,k + h−→i,k;

∆u−→i,k =P∆ui
ui,k −Pui,k−1

ui,k−1;

donde x−→i,k ∈ Rni·npi , y
−→i,k ∈ Rpi·nci , u−→i,k,∆u−→i,k ∈

Rmi·npi y el vector de compensación cik ∈ Rmi·nci . Estos
vectores están compuestos de la siguiente manera: x−→i,k =[
xTi,k, . . . ,x

T
i,k+npi

]T
, y
−→i,k =

[
yTi,k, . . . ,y

T
i,k+npi

]T
,u−→i,k =[

uTi,k, . . . ,u
T
i,k+npi

]T
, ∆u−→i,k =

[
∆uTi,k, . . . ,∆uTi,k+npi

]T
and c−→i,k =

[
cTi,k, . . . , c

T
i,k+nci−1

]T
. Las predicciones de los
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vectores de interacción que consideran el retardo de un instante
de muestreo son:

w−→i,k = PclwiX−→k|k−1 + HuwiC−→k|k−1 + BPrwiR−→k|k−1;

v−→i,k = CviX−→k|k−1; (21)

h−→i,k = KhuiX−→k|k−1 + PrhiR−→k|k−1;

donde X−→k|k−1 ∈ Rs·ni·npi es el vector de estados de in-
teracción total, C−→k|k−1 ∈ Rs·mi·nci es el vector de com-
pensación óptima de interacción total, R−→k|k−1 ∈ Rs·pi·npi

es el vector de interacciones de referencias totales. Estos
vectores están constituidos de la siguiente forma: X−→k|k−1 =

[ x−→
T
1k|k−1, . . . , x−→

T
sk|k−1]

T , C−→k|k−1 = [ c−→
T
1k|k−1, . . . , c−→

T
sk|k−1]

T ,
R−→k|k−1 = [ r−→

T
1,k|k−1, . . . , r−→

T
sk|k−1]

T . Todos estos vectores de
interacción tienen la información atrasada en un instante de
muestreo (k − 1). Finalmente, sustituyendo los vectores de
interacción (21) en (20), se obtiene:

x−→i,k =Pclixi,k + Hci c−→i,k + BPrxiri,k + WcliPclwiX−→k|k−1

+ WcliHuwiC−→k|k−1 + WcliBPrwiR−→k|k−1;

y
−→i,k =Pclyixi,k + Hcyi c−→i,k + BPryiri,k + PwcvyiX−→k|k−1

+ WclyiHuwiC−→k|k−1 + WclyiBPrwiR−→k|k−1;

u−→i,k =Pcluixi,k + Hcui c−→i,k + Pruiri,k + PwkuiX−→k|k−1

+ WcluiHuwiC−→k|k−1 + RprwhiR−→k|k−1;

∆u−→i,k =P∆uiPcluixi,k + P∆uiHcui c−→i,k + P∆uiPruiri,k

+ P∆ui
PwkuiX−→k|k−1 + P∆ui

WcluiHuwiC−→k|k−1

+ P∆ui
RprwhiR−→k|k−1 −Pui,k−1

ui,k−1; (22)

donde Pcwvyi = WclyiPclwi + Cvi, Pwkui = WcluiPclwi +

Khui, Rprwhi = WcluiBPrwi+Prhi. El detalle de las matrices
de predicción están en el Apéndice B.

A. Definición de la Función de Costo Distribuida

La función de costo para el esquema distribuido es similar
al esquema centralizado pero aplicada a cada subsistema i,

Ji =

∞∑
j=0

xTi,k+j+1Qiixi,k+j+1 + uTi,k+jRiiui,k+j . (23)

con Qii, Rii definidas positivas. Expresando la función de
costo en términos de la variable ci,k,

Ji = xTi,kPiixi,k +

nc−1∑
j=0

c−→
T
i,k+j

[
BT
iiPiiBii + Rii

]
c−→i,k+j ;

= c−→
T
i,k−1Wii c−→i,k−1; (24)

donde Wii = diag(BT
iiPiiBii + Rii), con Rii > 0

BT
iiPiiBii > 0. Cada subsistema tiene una matriz Pii que

se calcula a partir de la solución de la ecuación de Lyapunov,

ΦTiiPiiΦii = Pii − ΦTiiQiiΦii −KT
iiPiiKii; (25)

donde Pii ≥ 0 y PTii = Pii.

B. Restricciones Distribuidas

Cada subsistema tendrá un conjunto de restricciones de la
forma:

Xi = xi : Axi
xi ≤ bxi

;

Yi = yi : Ayiyi ≤ byi ;

Ui = ui : Aui
ui ≤ bui

; (26)
∆Ui = ∆ui : A∆ui

∆ui ≤ b∆ui
;

pero en este caso, deberan también cumplir con las restric-
ciones globales del sistema por lo que las restricciones también
dependen del valor de los estados, entradas y referencias de
los demás subsistemas y que son compartidos en la red, por
tanto, las restricciones tienen la forma:

Mci c−→i,k−1 ≤ (27)

qci(xi,k,ui,k−1, ri,k,X−→k|k−1, C−→k|k−1,R−→k|k−1),

donde X−→k|k−1, C−→k|k−1 y R−→k|k−1 son los vectores totales
de predicción, formados por la concatenación de los esta-
dos x−→i,k|k−1, compensación c−→i,k|k−1 y regulación r−→i,k|k−1

provenientes de la interacción de los otros subcontroladores.

C. Ley de Control

Finalmente, la ley de control para cada subcontrolador,
puede ser caclulada resolviendo el siguiente problema de
optimización

c−→
∗
i,k−1 = arg min

c−→i,k−1

c−→
T
i,k−1Wii c−→i,k−1;

s.a. (27).
(28)

y sustituyendo el primer elemento de c−→
∗
i,k−1, que es c∗i,k−1,

en

ui,k = −Kiixi,k+i + c∗i,k + Priiri,k. (29)

Observación 3. Al igual que en el caso centralizado el
controlador DOMPC es estable en lazo cerrado en el caso
nominal y puede probarse mostrando que la función de costo
J (28) es una función de Lyapunov y que para cada instante
de muestreo k la trayectoria calculada en el instante anterior
puede reutilizarse.

Observación 4. En el caso de que hubiera alguna pérdida
de datos ocasionada por el canal de comunicaciones, la
recursibilidad de la ley de control puede hacerse efectiva.
Es decir, si no se puede calcular la ley de control se usa
el siguiente incremento calculado en el instante anterior. Sin
embargo, esto origina la pérdida de invarianza de la región
factible del problema de optimización (28), por lo que la
estabilidad no puede ser garantizada. Para asegurarlo, se
requerirı́an estrategias de control más elaboradas no tratadas
en este artı́culo. Como nota adicional, el que la estabilidad
no se pueda garantizar, no implica que el sistema se vuelva
inestable. De hecho en la práctica, es común que se emplee
el MPC sin garantı́as de estabilidad [33].
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Tanque 3Tanque 2

Tanque 1 Tanque 4

����

Reservorio

u1 u2

Bomba 1 Bomba 2

����

�� ��

Fig. 1. Sistema de cuatro tanques acoplados (izquierda) y su diagrama
esquemático (derecha).

IV. SISTEMA DE CUATRO TANQUES ACOPLADOS

El sistema de cuatro tanques acoplados fue diseñado por
Johansson [34] para la enseñanza de control multivariable, con
la opción de trabajar en fase mı́nima y no mı́nima mediante
la configuración de dos válvulas de distribución. El sistema
presenta interacción entre sus estados y entradas y, por su
estructura, es adecuado para aplicar estrategias de control dis-
tribuido. El sistema consiste en cuatro tanques interconectados,
dos bombas y dos válvulas de tres vı́as, como se muestra en
la Fig. 1. El objetivo del sistema es controlar el nivel de los
tanques inferiores mediante la manipulación de los voltajes de
las bombas.

A. Modelado del Sistema

Para obtener el modelo del comportamiento del sistema
se utiliza la mecánica de fluidos y la ley de conservación
de la masa (los detalles se muestran en el Apéndice C),
obteniéndose

dh1(t)

dt
= − a1

A1

√
2gh1(t) +

a2

A1

√
2gh2(t) +

γ1k1v1

A1
;

dh2(t)

dt
= − a2

A2

√
2gh2(t) +

(1− γ2) k2v2

A2
; (30)

dh3(t)

dt
= − a3

A3

√
2gh3(t) +

(1− γ1) k1v1

A3
;

dh4(t)

dt
= − a4

A4

√
2gh4(t) +

a4

A4

√
2gh3(t) +

γ2k2v2

A4
;

donde Ai, ∀i = 1,. . . , 4 es el área transversal del Tanque i,
ai es el área transversal del orificio de salida i, hi es el nivel
de lı́quido en el Tanque i y g es la constante de aceleración
de la gravedad. El voltaje aplicado a las bombas son v1, v2 y
k1, k2 son las ganancias de las bombas. Los parámetros γ1,γ2

son los factores de apertura de las válvulas y se fijan antes de
realizar los experimentos. Por lo tanto, el flujo al Tanque 1
es v1k1γ1, el flujo al Tanque 2 es v2k2(1 − γ2) y de forma
similar los flujos al Tanque 3 y 4.
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Fig. 2. División del sistema de cuatro tanques acoplados.

Si se define xi = hi − h0
i , u1 = v1 − v0

1 y u2 = v2 − v0
2 el

modelo linealizado se expresa como

dx(t)

dt
=


− 1
T1

A2

A1T2
0 0

0 − 1
T2

0 0

0 0 − 1
T3

0

0 0 A3

A4T3
− 1
T4

x(t)

+


γ1k1
A1

0

0 (1−γ2)k2
A2

(1−γ1)k1
A1

0

0 γ2k2
A4

u(t); (31)

y(t) =

[
kc 0 0 0
0 0 0 kc

]
x(t);

donde x = (x1, x2, x3, x4), u = (u1, u2), Ti =
√

2h0
i
Ai

ai
≥ 0

son las constantes de tiempo del sistema y kc es la ganancia
del sensor de nivel.

El sistema es estable en lazo abierto con ceros de trans-
misión, que pueden ser ajustados para operar en ambos
semiplanos complejos, en el izquierdo (fase mı́nima) y en
el derecho (fase no mı́nima) dependiendo de la relación de
flujo de alimentación a los tanques superiores e inferiores. La
posición de los ceros la determinan los parárametros γ1 y γ2

de la siguiente manera:
• Si 0 < γ1 + γ2 ≤ 1, el sistema es de fase no mı́nima.
• Si 1 < γ1 + γ2 ≤ 2, el sistema es de fase mı́nima.

B. Partición del Modelo del Sistema
Para la aplicacióndel DOMPC el sistema debe de ser

particionado en dos subsistemas como se muestra en la Fig. 2.
Dicha división se puede hacer de dos formas de acuerdo al tipo
de interacción:

1) Entradas: El subsistema 1 consta del Tanque 1 y 3
alimentados con la Bomba 1; y el subsistema 2 del
Tanque 2 y 4 alimentados por la Bomba 2.

2) Estados: El subsistema 1 consta del Tanque 1 y 2
alimentados por la Bomba 1; y el subsistema 2 del
Tanque 3 y 4 alimentado por la Bomba 2.

La selección se basa en el arreglo de ganancias relativas
(RGA) del sistema que mide la interacción del sistema. Este
análisis arroja que la estructura de ‘Interacción de Entradas’
tiene una mejor sensibilidad entrada-salida. Esto permite al
sistema dividir el modelo (31) en la forma:

dx(t)

dt
=

[
A11 A12

A21 A22

]
x(t) +

[
B11 B12

B21 B22

]
u(t); (32)
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TABLA I
PARÁMETROS DEL SISTEMA DE CUATRO TANQUES

Parámetro Sı́mbolo Valor Unidades
Alturas 1 y 2 h01, h

0
2 6.03,0.65 cm

Alturas 3 y 4 h03, h
0
4 0.78,6.67 cm

Voltaje de las bombas 1 y 2 v01 , v
0
2 6 V

Ganancia de las bombas k1, k2 3.33 cm3/V s
Coeficientes de válvula γ1, γ2 0.65,0.68
Área tanques A1, A2, A3, A4 15.55 cm2

Restricción de salida a1, a2, a3, a4 0.1781 cm2

Ganancia del sensor de nivel kc 0.5 V/cm
Constante gravitacional g 981 cm/s2

obteniendo las siguientes matrices:

A11 =

[
− 1
T1

A2

A1T2

0 − 1
T2

]
; A22 =

[
− 1
T3

0
A3

A4T3
− 1
T4

]
;

A12 = A21 =

[
0 0
0 0

]
; (33)

B11 =

[
γ1k1
A1

0

]
; B12 =

[
0

(1−γ2)k2
A2

]
;

B21 =

[
(1−γ1)k1

A3

0

]
; B22 =

[
0

(γ2)k2
A4

]
.

Como se aprecia, los subsistemas interactúan a través de la
entrada.

Los subsistemas quedan definidos de la siguiente manera,

dxs1(t)

dt
= A11xs1(t) + B11u1(t) + B12u2(t);

ys1 =
[
kc 0

]
xs1(t);

dxs2(t)

dt
= A22xs2(t) + B12u1(t) + B22u2(t);

ys2 =
[
0 kc

]
xs2(t);

donde xs1 =
[
x1 x2

]T
y xs2 =

[
x3 x4

]T
.

C. Validación del Modelo

Los parámetros referentes a las dimensiones fı́sicas del
sistema, asi como las ganancias de los actuadores y sensores
fueron proporcionados por el fabricante y se muestran en la
Tabla I. Para la validación del modelo es necesario recabar
información de las tasas de cambio de los flujos de entrada y
salida de los tanques, ası́ como el nivel generado por diferentes
voltajes aplicados a las bombas. Estos niveles se miden con
sensores de presión hidrostática ubicados en la parte inferior
de los tanques.

La primera prueba tiene la finalidad de determinar los difer-
entes estados estables de forma experimental para determinar
el punto de operación en las siguientes pruebas. La prueba
consiste en aplicar un voltaje fijo a cada bomba, permitir al
sistema llegar al punto de equilibrio y verificar los niveles
de los tanques. Los resultados se muestran en la Tabla II. El
punto de operación seleccionado es el que se logra con una
entrada de 6V aplicado en ambas bombas, ya que con esta
entrada se tienen niveles que permiten operar al sistema en un
rango seguro, sin el riesgo de vaciarse o sobrepasarse durante
un experimento. La Fig. 3 muestra la dinámica del sistema,
aplicando una entrada de 6V , obteniendo los niveles 5.91 cm
y 6.67 cm en los Tanques 1 y 4 respectivamente.

TABLA II
NIVEL EN LOS TANQUES INFERIORES

Entrada u1, u2 (V) Tanque 1 (cm) Tanque 4 (cm)
3 1.47 1.64
4 2.63 2.94
5 4.10 4.61
6 5.91 6.67
7 8.04 9.01
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Fig. 3. Estado transitorio de la planta.

La siguiente prueba se aplica un voltaje inicial de 6V a
cada bomba. Se permite que el sistema llegue al punto de
equilibrio y se mantiene por 1 minuto. Al llegar al estado
estable se aplica un escalón adicional de 1V en las entradas.
Diez segundos después, se reducen las entradas a la mitad del
escalón aplicado. Lo anterior se aplica para analizar el error
del modelo matemático. La Fig. 4 muestra la comparación
entre el modelo matemático y la prueba experimental. El
error cuadrático medio (ECM) es una medida que permite
evaluar el error que existe entre el modelo linealizado y la
planta, y de esta manera formalizar la comparativa mediante la
obtención del promedio de la diferencia de los valores medidos
y calculados. El ECM se define como,

ECM =
1

n

n∑
i=1

(
Ŷi − Yi

)2

. (34)

Con base en la información obtenida durante la segunda
prueba, se obtienen los resultados mostrados en la Tabla III.
Estos valores muestran que el modelo matemático es adecuado
para el MPC.

TABLA III
ERROR CUADRÁTICO MEDIO (ECM) DEL MODELO Y DE LA PLANTA.

Tanque ECM (cm2)
1 1.1806
2 0.0086
3 0.0162
4 1.2134
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Fig. 4. Comparación de la respuesta experimental y la respuesta del modelo
matemático.

V. IMPLEMENTACIÓN Y RESULTADOS

El sistema experimental de cuatro tanques es un arreglo
hecho apartir de dos sistemas de dos tanques acoplados de la
marca Quanser. El arreglo final es mostrado en la Fig. 1. Las
entradas son voltajes de corriente directa que controlan a las
bombas de agua y los niveles de agua se miden con sensores
de presión hidrostática localizados en el fondo de cada tanque.
Para la etapa de alimentación y potencia, cuenta con una fuente
de alimentación VoltPAQ-X1 de Quanser y para la adquisición
de datos se utiliza una tarjeta Q2-USB Quanser.

La discretización del modelo matemático se realiza con un
tiempo de muestreo de 0.5 segundos y debido a los lı́mites
fı́sicos en la bomba y actuadores se consideran las siguientes
restricciones para el sistema de tanques acoplados,

0 ≤ u1,2 ≤ 10; 0 ≤ y1,2,3,4 ≤ 19.9.

El resto de variables asociadas a la sintonización de los
controladores MPC corresponden a los pesos de las funciones
de costo Q y R que están definidas como matrices unitarias
y el horizonte de control de nc = 5, tanto para el OMPC
como para ambos subsistemas del DOMPC. La elección de los
horizontes y pesos del sistema se hicieron de forma heurı́stica
aunque se reconoce que existen métodos más avanzados de
sintonización, e.g. [35].

En la Fig. 5 se muestra el diagrama esquemático de la imple-
mentación del sistema de cuatro tanques acoplados controlado
mediante el esquema DOMPC. Cada controlador DOMPC
envı́a un paquete de información que contiene su vector de
estado, vector de compensación y referencia. Cada controlador
recibe los vectores de información correspondientes del otro
controlador.

La Fig. 6 muestra la pestaña correspondiente al modelo
usado para las predicciones, tanto el modelo continuo como el
modelo discretizado. Se muestran los valores de los parámetros
de los tanques usados en la construción el modelo de la planta.
El usuario puede modificar algunos parámetros de modelo
como las áreas transversles de los agujeros de desfogue, ya
que éstos pueden modificarse en fı́sicamente en la planta. Asi

Sistema de cuatro
tanque acoplados

DOMPC 1 DOMPC 2

Red de área local

y1

u2

y2
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rs1
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xs1
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cs2
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xs1

rs2

cs2

xs2

Fig. 5. Esquemático del sistema DOMPC.

Fig. 6. Panel Frontal - Configuración.

mismo se muestran los valores numéricos del nivel en los
cuatro tanques y los voltajes aplicados a la bombas. Aunque
no se muestra en la Fig. 6, también pueden ser modificados
los parámetros de sintonı́a del controlador como los pesos Q y
R, los horizontes de control y tiempo de muestreo. La Fig. 7
muestra la pestaña de gráficas, donde se despliega la evolución
en el tiempo de los cuatro niveles de lı́quido y de los voltajes
aplicados a las bombas. Ambas figuras muestran el diagrama
esquemático del proceso donde también se ilustran de forma
animada los niveles de lı́quido en los tanques.

Las pruebas realizadas con los dos controladores (OMPC
y DOMPC), consisten en permitir que el sistema alcance el
punto de equilibrio. Se aplica al sistema una entrada de 6V en
ambas bombas y se espera a que el sistema entre en régimen
permanente. Se genera un perfil de referencia para cada una de
las entradas. Los perfiles constan de tres escalones de nivel en
los tanques inferiores, los cuales se encuentran en la cercanı́a
de los puntos de equilibrio. En los tanques superiores solo se
registra el nivel de lı́quido, no se ejerce control alguno. Se
lleva también registro de los voltajes aplicados a las bombas.
Los resultados se obtienen de la herramienta programada en
Labview.

Fig. 7. Panel frontal de la aplicación de Labview.
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Fig. 8. Resultados de la aplicación del DOMPC
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Fig. 9. Comparativa OMPC y DOMPC en tanques inferiores.

La Fig. 8 muestra los resultados del DOMPC. Como se apre-
cia en la figura, el sistema alcanza los puntos de referencia con
buen desempeño. Es importante hacer notar que la información
que comparten los controladores se transmite por medio de
un servicio OPC y una red de área local (LAN). Además,
en esta prueba se induce la pérdida de algunos datos en la
transmisión con el fin de probar la habilidad del controlador
en esta situación. Los instantes de muestreo en los que ocurre
esta pérdida de datos se muestra en la Fig. 10. Para hacer
frente a la pérdida de datos se utiliza la estrategia planteada
en la Observación 4.

La Fig. 9, muestra una comparativa de los controladores
OMPC y DOMPC enfocado al nivel de los tanques inferiores
(salidas). La lı́nea segmentada es el perfil de referencia, la
lı́nea negra es el comportamiento que presenta el controlador
OMPC y la lı́nea azul es la salida obtenida con el controlador
DOMPC. Como se esperaba, el mejor desempeño corresponde
al controlador centralizado ya que este controlador no necesita
tomar encuenta retrazos ni pérdida de información.

Para completar el análisis, el costo del experimento se
evalúa a través de la siguiente función de costo

J = ‖yk − rk‖2Q + ‖uk‖2R , (35)
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Fig. 10. Pérdida de datos introducida al DOMPC.

TABLA IV
COMPARATIVA DE COSTOS OMPC Y DOMPC

JOMPC JDOMPC

Error de salida 20.01 53.55
Esfuerzo de control 23.58 68.43
Total 43.60 121.98

de esta manera se obtienen los costos para el cálculo del
error (‖yk − rk‖2Q) y del esfuerzo de control (‖uk‖2R) dando
lugar a los valores mostrados en la Tabla IV. Estos resultados
muestran un mayor costo en el esquema DOMPC, algo que se
esperaba para el sistema distribuido por el hecho de dividir el
sistema y el efecto del retardo de la información transmitida
por el canal de comunicación. Sin embargo, el beneficio
de la independencia de un control centralizado y el hecho
de un menor costo computacional en sistemas de de gran
escala, compensa el aumento en el costo total. Es importante
mencionar también que la pérdida de información en el canal
de comunicaciones no tiene efecto en el control centralizado,
ya que los sensores y actuadores se manipulan directamente en
este esquema, es decir, la información no fluye en un canal de
comunicaciones. Asimismo, el esquema de control distribuido
presentado en [31] no toma encuenta las pérdidas de datos y
de presentarse esta situación colapsarı́a.

VI. CONCLUSIONES

En este artı́culo se presentó el desarrollo de un controlador
predictivo distribuido cuyo objetivo es hacer frente a los
problemas de retardo en la recepción de información y pérdida
de paquetes. Para ello, se emplea una técnica simple pero
efectiva que involucra el uso de la información descartada
en el instante previo a la pérdida de datos. Si bien esta
estrategia planteada no asegura la estabilidad del lazo cerrado,
tiene la vantaja de que tampoco incrementa la complejidad
computacional del algoritmo. Para la implementación de los
controladores, se desarrolló un instrumento virtual en Labview
que incorpora todos los elementos de los controladores y
permite configurarlos de forma flexible. Como se esperaba,
el DOMPC presenta costos más altos que el OMPC, pero con
las caracterı́sticas de un esquema distribuido. El trabajo futuro
estará enfocado a la incorporación de estrategias más avan-
zadas de control distribuido que tomen en cuenta dinámicas no
lineales ası́ como una estrategia alternativa que pueda retener
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las propiedades de estabilidad aun en presencia de pérdida de
datos y/o retardos originados por el canal de comunicaciones.
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APÉNDICE
DEFINICIÓN DE MATRICES DE LAS ECUACIONES DE

PREDICCIÓN

A. Matrices de Predicción de OMPC

Las matrices de predicción de estados se obtienen iterando
la ecuación (4):

Pcl =


Φ
Φ2

Φ3

...

 ; Hc =


B 0 0 . . .

ΦB B 0 . . .
Φ2
iiB ΦB B . . .
...

...
...

. . .

 ;

Prx =


BPr

BPr + ΦBPr
BPr + ΦBPr + Φ2BPr

...

 .
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Las matrices de predicción de salidas se obtienen evaluado
x−→k en y

−→k = C x−→k:

Pcly =


CΦ
CΦ2

CΦ3

...

 ; Hcy =


CB 0 0 . . .
CΦB CB 0 . . .
CΦ2B CΦB CB . . .

...
...

...
. . .

 ;

Pry =


CBPr

CBPr + CΦBPr
CBPr + CΦBPr + CΦ2BPr

...

 .

Las matrices de predicción de entradas se obtienen iterando
la ecuación (5):

Pclu =


−K
−KΦ
−KΦ2

. . .

 ; Hcu =


I 0 0 . . .

−KB I 0 . . .
−KΦB −KB I . . .

...
...

...
. . .

 ;

Pru =


Pr

Pr −KBPr
Pr −KBPr −KΦBPr

...

 .

B. Matrices de Predicción del DOMPC

Las matrices de predicción de estados se obtienen iterarando
la ecuación (16):

Pcli =


Φii
Φ2
ii

Φ3
ii
...

 ; Hci =


Bii 0 0 . . .

ΦiiBii Bii 0 . . .
Φ2
iiBii ΦiiBii Bii . . .

...
...

...
. . .

 ;

BPrxi =


BPrDii

BPrDii + ΦiiBPrDii
BPrDii + ΦiiBPrDii + Φ2

iiBPrDii
...

 ;

Wcli =


I 0 0 . . .

Φii I 0 . . .
Φ2
ii Φii I . . .
...

...
...

. . .

 .

Las matrices de predicción de salida se obtienen iterarando

la ecuación (17):

Pclyi =


CiiΦii
CiiΦ

2
ii

CiiΦ
3
ii

...

 ;

Hcyi =


CiiBii 0 0 . . .

CiiΦiiBii CiiBii 0 . . .
CiiΦ

2
iiBii CiiΦiiBii CiiBii . . .
...

...
...

. . .

 ;

BPryi =


CiiBPrDii

CiiBPrDii + CiiΦBPrDii
CiiBPrDii + CiiΦBPrDii + CiiCΦ2BPr

...

 ;

Wclyi =


Cii 0 0 . . .

CiiΦii Cii 0 . . .
CiiΦ

2
ii CiiΦii Cii . . .

...
...

...
. . .

 .

Las matrices de predicción de entradas se obtienen iter-
arando la ecuación (18):

Pclui =


−Kii

−KiiΦii
−KiiΦ

2
ii

...

 ;

Hcui =


I 0 0 . . .

−KiiBii I 0 . . .
−KiiΦBii −KiiBii I . . .

...
...

...
. . .

 ;

Prui =


Prii

Prii −KiiBPrDii
Prii −KiiBPrDii −KiiΦiiBPrDii

...

 ;

Wclui =


0 0 0 . . .
−Kii 0 0 . . .
−KiiΦ

2
ii −Kii 0 . . .

...
...

...
. . .

 .
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Matrices de interacción:

Pclwi =[ diag{Φi,1} . . . diag{Φi,i−1} 0 diag{Φi,i+1} . . .
diag{Φi,s}];

Huwi =[ diag{Bi,1} . . . diag{Bi,i−1} 0 diag{Bi,i+1} . . .
diag{Bi,s}];

BPrwi =[ col{BPrDi,1} . . . col{BPrDi,i−1} 0

col{BPrDi,i+1} . . . col{BrDi,s}];
Cvi =[ diag{Ci,1} . . . diag{Ci,i−1} 0 diag{Ci,i+1} . . .

diag{Ci,s}];
Khui =[ diag{Ki,1} . . . diag{Ki,i−1} 0 diag{Ki,i+1} . . .

diag{Ki,s}];
Prhi =[ col{Pri,1} . . . col{Pri,i−1} 0 col{Pri,i+1} . . .

col{Pri,s}].

C. Obtención del Modelo del Sistema de Cuatro Tanques
En este apéndice se obtienen las ecuaciones diferenciales del

proceso de cuatro tanques. Como primer paso se presentan las
ecuaciones básicas que se cumplen para cada tanque y para
las dos bombas. Posteriormente se combinan para obtener el
modelo completo.

El balance de masas para cada tanque está dado por

dV (t)

dt
= A

dh(t)

dt
= Qin(t)−Qout(t); (36)

donde V es el volumen de lı́quido en el tanque, A es el área
de la sección transversal, h es el nivel de lı́quido, Qin y Qout
son los flujos de entrada y salida respectivamente.

Por otro lado, considerando un flujo laminar, constante, sin
viscosidad e incompresible, la ecuación de Bernouli representa
la conservación de energı́a de un fluido moviéndose a lo largo
de un trayecto. La ecuación aplicada a uno de los tanques es,

1

2
ρv2
in(t) + ρghin(t) + Pin(t) = (37)

1

2
ρv2
out(t) + ρghout(t) + Pout(t);

donde ρ es la densidad, v es la velocidad, g es la constante
de gravedad, h es la altura, P es la presión y los subı́ndices
in y out identifican a las variables de entrada y de salida
respectivamente.

Ya que la entrada y la salida de los tanques se encuentran
expuestas a la atmósfera, las presiones son iguales Pin =
Pout = 1 atm. Asimismo, el fluido cumple con la ley de
conservación de la masa, entonces:

Avin = avout (38)

donde A es el área transversal del tanque y a es el área
transversal del orificio de salida. Si se toma encuenta que el
orificio de salida es mucho menor que el área transversal del
tanque (a/A ≈ 0), se puede asumir que la velocidad a la que
se mueve el lı́quido en la sección transversal del tanque es
cero, vin = 0. Finalmente, como no existe una altura que se
oponga al flujo de salida, hout = 0. Con esto se simplifica la
ecuacion de Bernouli:

ρghin(t) =
1

2
ρv2
out(t); (39)

despejando, se obtiene la velocidad de descarga del tanque
(ecuación de Torricelli)

vout(t) =
√

2ghin(t); (40)

por lo que el flujo de salida por el orificio de área transversal
a es a

√
2ghin(t).

El voltaje aplicado a las bombas son v1, v2 y las ganan-
cias de las bombas son k1, k2. Los parámetros γ1,γ2 son
los factores de apertura de las válvulas y se fijan antes de
realizar los experimentos. Por lo tanto, de acuerdo al diagrama
esquemático de la Fig. 1, el flujo proporcionado de las bombas
al Tanque 1 es v1k1γ1, el flujo al Tanque 2 es v2k2(1− γ2),
al Tanque 3 es v1k1(1− γ1) y al Tanque 4 es v2k2γ2.

Aplicando el balance de masas (36) a cada tanque, y
tomando en cuenta los flujos de entrada proporcionados por
las bombas, asi como los flujos de salida determinados por la
ecuación de Torricelli (40) se llega al modelo matemático que
describe el comportamiento dinámico del proceso de cuatro
tanques:

A1
dh1(t)

dt
= −a1

√
2gh1(t) + a2

√
2gh2(t) + γ1k1v1;

A2
dh2(t)

dt
= −a2

√
2gh2(t) + (1− γ2) k2v2; (41)

A3
dh3(t)

dt
= −a3

√
2gh3(t) + (1− γ1) k1v1;

A4
dh4(t)

dt
= −a4

√
2gh4(t) + a4

√
2gh3(t) + γ2k2v2.
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Nohé Ramón Cázarez-Castro is Prof. at Instituto
Tecnológico de Tijuana. He has a BSc in Computer
Systems Engineering (2002) and a MSc in Computer
Science (2005), both from the Tijuana Institute of
Technology, and a Doctor of Science (2010) degree
from the Universidad Autonoma de Baja California.
Is member of IEEE, HAFSA, AIENG, Associa-
tion of Numerics Methods Applied to Engineering,
Mexican Society of Computational Science, Young
Research Committee of the World Federation of
Soft Computing and MIRLAB. His research inter-

est includes mathematical and computational modeling, fuzzy differential
equations, fuzzy systems, robotics, nonlinear control, genetic algorithms, and
applications.
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