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Inversion of the SIR-SI System for Estimation of
Human-Vector Contact Rate and Prediction of
Dengue Cases

T. Silva, and J. Montalvao

Abstract—A method for simulating future scenario of dengue
cases is proposed in this article. Its main feature is the use of
disease notification history to retrieve information about the SIR-
SI type, such as: human-vector contact rate history, value related
to the mosquito population; and the present state of the system,
which allows the evolution of the system to a next stages. This
feature is important because it enables the responsible health
agency to assess dengue outbreak risk based on its history.
For this purpose, a SIR-SI dynamic model was adapted, with
human-vector contact rate as input and fraction of new infected
individuals as output. Furthermore, a procedure was suggested to
estimate the input and the state of the system in such a way that
they explain the history of disease notifications, using as criterion
the average quadratic error between simulated and real data.

Index Terms—Dengue, Model SIR-SI, Input and State System
Retrieve, Prediction of Dengue Cases.

I. INTRODUCAO

dengue € uma doenca transmitida pela fémea do Aedes

Aegypti, sendo comum em paises de clima tropicais dev-
ido as condigdes ideais para o desenvolvimento do mosquito.
No Brasil, surtos de dengue costumam aparecer em periodos
chuvosos do ano, meses com maiores indices de infestacdo do
mosquito, o que provoca alta procura por servicos de saide
com suspeita da doenca. Para se ter no¢do quantitativa, no més
de fevereiro de 2007 em Mato Grosso do sul foram registrados
23762 notificacdes de suspeitas de casos da dengue, isso
corresponde a mais de 1% da populacdo residente [1]. Esse
ndo foi o tnico periodo grave do estado, tampouco € a Unica
regido brasileira a sofrer tais problemas.

Nao por menos, a dengue € considerada um problema
de saide publica grave, demandando esforcos de diferentes
setores que atuam, essencialmente, na prevencdo, controle
dos vetores e cuidados dos infectados. Essa doenca, além
de possuir afinco direto com a questdo da saide nacional,
tem sido constantemente revisitado em estudos cientificos,
em especial, quando relacionados a aplicacGes de teorias
matemdticas de processamento de sinais. Estes, por exemplo,
podem se preocupar em variados objetivos, como: entender o
comportamento da propagagdo da dengue por meio de modelos
dindmicos [2]; estimativa das populagdes de acordo com as
condicdes de sadde (suscetiveis, infectadas e recuperadas) [3];
previsdo de novos casos da doenga [4].
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A possibilidade de prever os casos de dengue pode ser bas-
tante Util aos 6rgdos responsdveis para prevencdo e precauciao
da doenca. Nesta linha, modelos matemdticos podem ser
usados para esta tarefa. De fato, [4] realizaram isto utilizando
métodos estocdsticos, os quais, segundo os autores, mostraram
resultados coerentes, exceto para um periodo em que houve
racionamento de dgua, distirbio que provocou um aumento na
populacdo de vetores devido ao maior nimero de criadouros.
Isto ndo tinha sido considerado no modelo usado pelos autores.
Deste modo, o nimero de mosquito tem importancia nas
previsdes, varidvel que € incluida no modelo SIR (Suscetiveis,
Infectados e Recuperados) em [S], mas ndo com o objetivo
de predi¢do. De fato, o modelo SIR ¢é versitil, primeiramente
aplicado no campo da sadde [6], mas adaptivel a fendmenos
andlogos artificiais, como em [7]. Do mesmo modo, os mod-
elos dinamicos do tipo SIR para dengue apresentam versa-
tilidade na inclusdo da varidvel nimero de mosquitos, sendo
bastante tteis também em simula¢des futuras, mostrando-se
um campo a ser explorado.

Para que modelos dindmicos sejam uteis em simulagdes
futuras, condizentes com a realidade, deve-se conhecer suas
constantes, além dos valores atuais das varidveis de estado!
e da entrada. Nesse sentido, hd dois problemas nos modelos
para a dengue: seu estado atual ndo é conhecido, tampouco a
entrada € de ficil obtencdo. No entanto, tem-se disponivel o
histérico de notificacdes de casos da dengue, dados esses que
‘contam a histéria’ da evolucdo do sistema, assim, estes podem
conter informacdes tteis do passado de todos os elementos,
inclusive os faltantes. Diante disso, abre-se espaco para a
possibilidade de simular situa¢des futuras embasadas no que
ocorreu. De fato, essas limitacdes sdo focos deste trabalho,
concentrando os esforcos em recuperar a ‘histéria’ do sistema.

Os resultados desses interesses sdo dispostos neste trabalho
da seguinte forma: Secdo II, € apresentado o modelo dindmico
SIR-SI (humanos Suscetiveis, Infectados, Recuperados e ve-
tores Suscetiveis, Infectados); Secao III, expde-se o problema
de forma matematica; Se¢do IV, divulgam-se alguns detalhes
pertinentes na obtengdo dos dados histéricos de notificagdo
dos casos de dengue e de seu uso; Se¢do V e VI, mostra-
se a resolucdio do problema proposto junto das consideragdes
feitas; Finalmente, na Secao VII é apresentado o potencial de

As varidveis de estado de um sistema dindmico deterministico correspon-
dem ao menor conjunto de varidveis, tais que seu conhecimento no instante
inicial em conjunto com a entrada do sistema, determina completamente o
comportamento do sistema no futuro, ver [8] para mais detalhes.



SILVA AND MONTALVAO: INVERSION OF THE SIR-SI SYSTEM

simulacdo das situacdes futuros, possibilitadas pelos resultados
subsequentes.

II. O MoDELO SIR-SI

Os modelos dindmicos para a propagacao da dengue do tipo
SIR-SI sdo encontrados em diferentes formas na literatura,
com pequenas mudancas de um trabalho para outro, em
vista do que se pretende estudar. Por conseguinte, € possivel
encontrar sistemas SIR-SI autdbnomos, como em [2] tanto
quanto sistemas SIR-SI variantes no tempo, como em [3]. Na
mesma linha, o modelo passou por algumas adaptacdes para
ser usado aqui, sendo este apresentado a seguir como uma
extensdao do SIR.

O modelo SIR classico foi analisado em [6] e sua expressio
¢ dada por:

S(t) = (N — 8) — BIS/N

I(t) = BIS/N — (y —u)I

R(t) = N — S(t) — I(t)

S(0) =Sy >0, I(0)=1Iy>0, R(0)>0,

Em que (S,I,R) sdo as partes da populacdo de tamanho
N suscetiveis, infectadas e recuperadas, respectivamente. p é
expectativa de vida, 3 é a taxa de contatos médios com trans-
missdo para cada individuo humano e ~ a taxa de recuperacio.
Algumas consideragdes foram tomadas na modelagem desse
sistema, delimitadas para simplificacdo da andlise, sdo elas:
populacdo constante, fazendo com que a taxa de mortalidade
seja igual a de natalidade; a populacdo estd uniformemente dis-
tribuida; a transmissao € feita pelo contato entre individuos in-
fectados com os sucessiveis; individuos recuperados adquirem
imunidade.

Deve-se atentar ao mecanismo de transmissdo da doenca,
expresso em (1) como SIS/N, sendo § a taxa de contatos
de um individuo passivel de propagacdo da infeccdo num
periodo curto (instantineo, no modelo) de tempo, entdo 51 € o
nimero de pessoas com as quais os infectados interagiram de
modo capaz de transmitir a doenga. Do modelo, foi assumido
populagdo uniformemente distribuida, implicando que 31.S/N,
portanto, é a taxa de novos infectados.

(D
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Fig. 1. Diagrama de fluxo do modelo SIR-SI, formado pelo acoplamento
de dois modelos SIR. Detalhe na classe recuperada do vetor, pois pode ser
desprezada para o caso da dengue [2].

O modelo SIR-SI busca modelar a propagacdo de uma
doenca com a interacdo de duas espécies diferentes, homem-
mosquito. Considerando que as interagdes entre estas nao
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alterem suas relagdes vitais individuais, g e -, o modelo
SIR-SI é formado por dois modelos SIR acoplados pelos
termos de contato homem-vetor e vetor-homem, ver Figura
1. Em equagdes, usando os sub indices i e v para indicar a
caracteristica de humanos e vetores, respectivamente, obtém-
se:

Sn(t) = pn(1 — Sp) — BolySn/Ny,
In(t) = BoLySn /Ny — (vn + un) I
Sy (t) = pro(1 = S0) = BulnS, (2)
jv(t) = BnInSu /Ny — (Yo + uy) 1y
Ry o(t) = Nhw — Sho(t) — Inw(t)

em A = {(Sh,valh,v)‘sh,v > Oylh,v >0e Sh,v + Ih,v <
N h,,'u}~

E pertinente observar que (3, e [ s@o as taxas de contato
vetor-humano e humano-vetor, respectivamente, e seus val-
ores geralmente ndo sdo iguais, pois 0 nimero de encontros
homem-mosquito é comparado a duas populacdes diferentes,
com Nj e N, individuos cada. Entretanto, elas estao rela-
cionadas — sendo essa relacdo a primeira adaptacdo do modelo
proposta por este trabalho — pelo niimero total de contatos.
Supondo que as duas populacdes, de humanos e mosquitos,
interagem somente uma com a outra, o nimero médio de
contatos humano-vetor (8, Ny) e vetor-humano (8,N,) séo
iguais, ou seja

Bva :ﬁhNh- (3)

Da equacdo em (3), cabe a seguinte observagdo: assumindo
que f3,, valor relacionado com os habitos alimentares dos
mosquitos, e N}, variem muito pouco, estas podem ser consid-
eradas constantes, havendo, portanto, uma relacdo linear entre
Nv € Bh.

Torna-se interessante para usos subsequentes, simplificar
o sistema em (2). Para tal, considera-se o tempo de vida
do mosquito da mesma ordem e/ou inferior ao tempo de
infeccioso dele, ndo havendo, portanto, tempo habil para
recuperacgiio destes (v = 0). Assim, a classe de recuperados
¢ desprezada para a populacdo de vetores [2]. Juntando isto
com o que foi visto anteriormente, de posse da equacdo
(3), escrevendo (i,8)po = (I,5)hu/Nn € apds algumas
manipulagdes algébricas, chega-se ao modelo SIR-SI:

éh(f) = pn(1 — sp) — Brivsn
?h(t) = Brivsn — (Yn + un)in €]
Zv(t) 61}(1 - z'v)ih - ,U/viva

definido em A = {(Sh,ih7iv)|8h > 0,25 > 0,2, > 0,5 +
in<lei, <1}

Algumas das propriedades deste modelo podem ser encon-
tradas em [2]. Dentre estas, destacam-se a de estabilidade que

estd ligada a taxa bdsica de reproducdo, definida por Ry =

ﬁvﬁh
o (un+vn)
ndo epidémico localizado em (1,0, 0), sendo este globalmente

assintoticamente estdvel para Ry < 1 e instdvel para Ry > 1,
fazendo com que o sistema tenda ao ponto epidémico local-
izado dentro de A. Essa informacfo é importante, uma vez
que Ry depende de f3j,, este da populagio de vetores. Ou

O sistema em (4) possui o ponto de equilibrio
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seja, manter a quantidade de mosquitos suficientemente baixa
poderia levar o sistema ao ponto nao epidémico.

Em vista do que se pretende aqui, a simulacdo de situacdes
de novos casos da doenga, propde-se a adi¢do de uma entrada
variante no tempo e uma saida do sistema. Pelo problema, é
natural que a saida do sistema seja a taxa de novos casos de
dengue 3,1,Sh/Np, no entanto por comodidade serd tomada
como saida a fracdo desses casos [pi,s,. Quanto a entrada,
escolhe-se a taxa de contatos humano-vetor (). A razéo
para isto € sua relacdo direta com a populagdo de vetores, o
qual é sabido apresentar comportamento sazonal, além disso,
os Orgdos responsaveis utilizarem medidas de infestacdes de
mosquitos para avaliar o risco de epidemias. Feitas as devidas
consideracdes — segunda adaptacdo proposta para o modelo
aqui—, o sistema do tipo SIR-SI ndo autdnomo pode ser escrito
como

$n(t) = pn(1 = sp) — Bu(t)ivsn

in(t) = B (t)ivsh — (Yn + un)in 5)
ip(t) = Bo(1 —i)in — pin,

Yy t) Bh(t)lvsh

Consideram-se constantes os valores de pp, (, € para todo o
tempo. Quanto ao valor de IV, no uso do restante do trabalho,
€ tido como constante por partes com a finalidade de manter
vélidas as suposi¢des feitas na modelagem.

III. O PROBLEMA

Supondo que o modelo SIR-SI, dado em (5), represente bem
a realidade, e conhecidas as constantes do modelo, seu estado
atual e o valor da entrada (3 (t), é possivel simular as saidas
futuras. Isto pode ser util para os 6rgdos responsaveis pela
prevencdo e controle da dengue, uma vez que, idealmente,
se pode calcular o nimero de infectados em determinado
periodo em posse da taxa da fracdo de novos infectados
(y(t)). Entretanto, no que diz respeito ao modelo, apenas as
constantes estdo disponiveis, desconhecendo-se o estado atual.
Além disto, a entrada [ (t), taxa de contatos humano-vetor,
€ de dificil medicdo, ja que se sabe apenas que ela tem
uma rela¢do linear com N,, populacdo de vetores, e essa,
por sua vez, apresenta comportamento sazonal. Posto isto,
para que as simulagdes de situagdes futuras sejam possiveis,
deseja-se, portanto, encontrar o estado atual e, suficientemente,
devido a sazonalidade, o histérico de 3;,. Ndo por menos, para
que isto seja minimamente praticdvel, é necessdrio dados que
contenham a ‘histéria’ do sistema, tais quais os usados aqui:
0 histérico do niimero de notificacdes de casos de dengue por
més (Cy), que representa o mesmo significado fisico da média
de Npy(t), saida do sistema multiplicado pela populacdo
humana, no més ou Npj(k) = Np, fk Ly(t)dt.

Sabe-se que o modelo SIR-SI responde a uma entrada de
forma dnica. Em outras palavras, conhecido o estado inicial e
a entrada, determina-se a saida. Existe, por isso, uma relacio
entre esses trés elementos pertencentes ao sistema. Destes,
dispde-se do histérico da saida (Npg(k) = C%), desejando-
se recuperar os demais. Este problema ndo possui solucdo
tUnica, sendo que para cada estado inicial existe um [y, (t)
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correspondente a saida desejada. Dito isto, busca-se aqui re-
solver os seguintes problemas (ver Fig. 1): Como encontrar [,
conhecidos a saida e o estado inicial (inversdo do sistema)? e
apresentar um critério de escolha do estado inicial. Destaca-se,
ainda, que com a resolugﬁo destes, encontra-se, conjuntamente,
o dltimo estado do sistema, referente a saida mais recente.

Desconhecido

Ailt)
—>

Conhecido C,=N,y,

y(t)
—>

SIR-SI

Modelo conhecido,
estado inicial, ndo

Fig. 2. Esquema do problema, resumindo o que se tém disponivel e o que
nao.

Os problemas apresentados sdo resolvidos separadamente
nas proximas secdes, cabendo, antes, algumas informagdes
sobre a coleta dos dados. Seus resultados sdo posterior-
mente usados nas simulagdes de situagdes para alguns estados
brasileiros, na secao de resultados e discussdes.

IV. Os DADOS DOS CASOS DE DENGUE

A coleta de dados foi realizada, principalmente, no site do
Sistema Unico de Sadde (SUS) brasileiro [1]. O SUS possui
uma base com dados de diferentes doencas e o da Dengue
¢é constituido de agravos e notificagdes no periodo de 2001
a 2017 (acessado em: 24 out. 2018), podendo ser coletados
de diferentes maneiras. Para o que se pretende aqui, foram
coletados dados de notificacdes por més de alguns estados
brasileiros, sendo mencionados ao longo do texto os estados
da Bahia, Goias, Mato Grosso, Mato Grosso do Sul e Sao
Paulo. Vale ressaltar que as constantes do modelo utilizado
sdo obtidas de diferentes fontes, podendo ser vistas na Tabela
I. A utiliza¢do do nimero de notificacdes por mé€s da Dengue
estd alinhado ao nimero de habitantes na regido no periodo,
uma vez que o modelo se usa da fracdo da taxa de novos
infectados (y(t)), por isso aqui os termos fracdo e nimero séo
usados indistintamente, sendo especificado quando necessario.

A base utilizada com os estados mencionados estd
disponivel no site do Grupo Biochaves da UFS em formato txt,
constituido de duas colunas numéricas: a primeira contendo
o numero de notificacdo e a segunda a populacdo residente
naquela data. Além dos dados, estd disponivel também o
método implementado (descrito neste trabalho) em uma lin-
guagem de programagio para uso livre?.

V. O METODO

Para resolu¢do do primeiro problema, encontrar o passado
de (p, se considera o estado atual conhecido — a escolha
desse ¢ tratado em seguida. Além disto, os dados de saida
sdo amostrados mensalmente. Sendo assim, por simplicidade,
B, € tido como constante em periodos de um més. O intuito
disso € utilizar algumas informagdes do comportamento do

20s links sdo: http://www.biochaves.com, site do biochaves; http:/www.
biochaves.com/download/1557/, base; http://www.biochaves.com/download/
1554/, cédigo.
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sistema atuando de forma auténoma, sdo elas: a evolucdo
dos estados do sistema possui um comportamento oscilatdrio
tendendo a um ponto de equilibrio; a regido do espaco de
estados — conjunto de todos os estados possiveis de sistema
dindmico — em que o sistema oscila ¢ limitada, ficando em
A, o que implica em variagdes dos estados limitadas — para
mais informagdes ver [2]. Estas caracteristicas mostram uma
evolu¢do no tempo previsivel, o que abre espaco para um
primeiro algoritmo de busca por tentativa e erro. Basicamente,
para um conjunto de valores para (), em um intervalo de
tempo, simula-se o sistema do estado atual até o préximo
para todos os valores do conjunto, escolhendo, como melhor
representante para (5 do intervalo, aquele em que a média
da saida possuir menor erro quadritico em relagdo ao dado
I'Cal,(Nhﬂk — Ck)Z.

O método relatado € lento, uma vez que se trata de uma
busca ‘cega’. Ainda, o valor escolhido para (5 no intervalo
possui o menor erro quadratico dentre os testados, mas ndo ha
garantias de que esse erro seja pequeno. Posto isto, o primeiro
método rudimentar foi melhorado com a inclusdo do método
interativo da bisse¢do, havendo um aumento considerdvel da
velocidade de execug@o (menor custo computacional), além
de erros menores. Em passos, o método de inversdo utilizado
neste trabalho pode ser descrito do seguinte modo (ver Fig.

2):

/ Carrega Dados C, /

IDeflnlgao de sh,l,,,zv ), k=1 (primeiro més) I

Ilntervalodebusca 1B, B']<[0,10]
I(SZ’ig:ig)“(Sfrif’l (B =g
K
ISlmuIa sP,if,i?),E=C,—N,¥;

Salva g, ,k<k+1

Fig. 3. Fluxograma do método de inversdo.
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1) Carregar dados das fragdes de novos infectados y(t) [1].
Além das constantes do modelo up, pty, 7 € By. Os
valores aqui usados sdo mostrados na Tabela 1.

TABELA 1
VALORES DOS PARAMETROS ASSUMIDOS CONSTANTES

Parametro Valor Fonte
Hh 1,2 x 1073 més—1T [9]
o 6,7 x 107! més~! (10]
Vh 5 més™! [10]
By 100 (més.mosquito)~!  Nota 3

2) Define-se o estado inicial/atual (sf,47,i%) =

z

sua escolha ¢é discutida na

(51(0),n(0), i, (0)),
préxima secdo.

3) Aqui comeca a busca pelo melhor §; do intervalo k,
iniciado em k = 1 sendo incrementado a medida que os
B, forem encontrados. Primeiro define-se o intervalo de
procura do f3;,, normalmente [3;", BM] = [0, 10].

4) Simula-se a entrada do sistema que estd no estado
atual (s?,4%,1%), com o [ igual ao meio do intervalo
(BM — m) / 2, determinando o préximo estado do sis-
tema (s}, 4} ,4") pelo método de Runge Kutta de ordem
quatro com passo de 0.01 (um centésimo do intervalo
de més).

5) Compara-se a saida com os valores reais, encontrando-se
oerro E = Cy — Npy(k).

6) Caso o médulo do erro seja menor que 10~%, salva-se o
valor atual de [3j, para este intervalo, e faz-se a atribui¢do
(s,i%,1%) < (sh, i}, iP). Apds isto, volte ao passo 3,
incrementando k < k + 1 para o préximo més.

7) Caso o médulo do erro seja maior que 10~°, atualiza-se
o intervalo de busca de 5 de acordo com o sinal do

erro
e Para I/ <0,
[Bh", Bu'] +— 183", (Ba" — Bi")/2,
e Para £ >0
(B BR"] — [(BR = Bi) /2, By,

8) O algoritmo fica preso nos passos 4 e 5 até encontrar
B, com erro inferior a 1075, Para que ele ndo entre em
um loop infinito, é aconselhdvel encerrd-lo com o valor
atual de 3, ap6s 12 interagdes do mesmo. Apds todos
os dados serem avaliados o algoritmo encerra.

O processo tem o custo miximo de 1998 multiplicagdes por
més simulado, o que permite a sua execu¢do em computadores
pessoais com simulacdo de meses em apenas poucos segundos
(ou mesmo fragdes de segundo). Quanto a seu resultado, a
estimac@o de /3, (t) abre espago para algumas discussdes, mas
antes ¢ interessante discutir a escolha do estado inicial.

3Um tnico mosquito fémea pode transmitir a doenca em média a 300
pessoas no seu tempo de vida [11] apud [12]. As unidades usadas sdo em
meses, e considerando um tempo de vida adulta do mosquito de 45 dias, logo
200 pessoas por més. Além disso, o modelo leva em conta a populacdo de
vetorels e, como os machos ndo transmitem a doenca, chega-se a 3, = 100
més
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VI. ESCOLHA DO ESTADO INICIAL

A escolha do estado inicial é arbitrdria. No entanto, uma
vez que todas as solugdes encontradas explicam os dados, isto
é, sdo todas excitagOes/perturbacdes que poderiam explicar
satisfatoriamente as observa¢des — o método foi construido
com esse intuito —, entdo uma boa prética para simulacdes fu-
turas de novos casos € utilizar as solu¢des mais simples. Deste
modo, o proprio modelo com os dados da saida podem sugerir
estados iniciais que proporcionem solugdes mais simples para
Br(t) em relagdo as outras.

%103 Sao Paulo

o

N W s g

-

} :

Fracao de Infectados

Jul

50 100 150 200
Tempo (Meses)

o

Fig. 4. Frac@o de novos infectados do estado de S@o Paulo - Brasil entre os
anos de 2001 a 2017, saida real do sistema.

Na Fig. 4 se pode ver os dados da fracdo de novos
infectados para cada més do estado de Sao Paulo, do qual
é possivel ver uma periodicidade aproximada nos picos. Estes
dados correspondem as somas mensais do Unico termo nao
linear (,(t)spi, no sistema em (5), o que possibilita uma
simplificacdo interessante. Assumindo y(¢t) = C} constante
em cada periodo (k—1, k), entdo se pode entendé-lo como uma
‘entrada’ no tempo para os sistemas de ordem 1 desacoplados,
como segue:

5p = pn —y(t) — pnsn (6)
in=y(t) — (v + pn)in. (7)

E proveitoso mencionar que a estimacdo de Br(t) estd rela-
cionada a evolugdo dos estados do sistema, assim, quanto
mais variabilidade estes tiverem, mais detalhes [, (¢) pode
ter. Nesse contexto, respostas de sistemas lineares de ordem
1 podem ser separadas em resposta transitéria e estaciondria,
na qual a transitdria possui uma exponencial decrescente, que
se extingue depois de um tempo, somada a resposta forgada,
que se mantém todo o tempo. Deste modo, entende-se aqui
como solu¢des mais simples aquelas que possuem menos
coisas a serem representadas. Logo, entre uma solucdo com
resposta transitéria somada a for¢ada e somente a forcada,
esta ultima é tida como a mais simples. Isto posto, de (6) e
(7), considerando a componente constante da ‘entrada’, y(t),
a resposta transitéria estard eliminada/atenuada quando ndo
houver variacdo dos estados, isto é, s, =0 e ih = 0, portanto

sp = Hh — g(t)7 (8)
228
y(t)
= 7 9
h Yh + Hh 2

Estas sdao as escolhas dos valores iniciais da fracdo de
suscetiveis e infectados humanos para se ter menor influéncia
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do transitério na estimagdo de [, (), uma vez que o sistema
¢ iniciado no estaciondrio.

Quanto a fracdo de vetores infectados, o problema ndo
pode ser simplificado ao linear de imediato como os ja feitos.
Entretanto, a ideia é semelhante, de modo que, primeiro, i, (t)
pode ser encontrado da equagdo em (7). Agora, iy (t) estd
‘disponivel’, o que permite a ele ser tratado como uma entrada
na equacgio

731)(t) = ﬂv(l - Z'1J)Z‘h - Pmiva

a qual ainda ndo € linear. Vale lembrar que a fracdo de i,
¢ limitada ao intervalo de 0 a 1, o que torna verdadeira a
inequacdo

iv (t) S Bvih - Mvim

e dela, pode-se usar o lema da comparacio (ver [13])* para
concluir que i,(t) estard limitada pela resposta do sistema
linear dado na igualdade superior da inequagdo. Por fim,
usando os mesmos argumentos anteriores para sp € ip em
1y, 0 estado inicial que foi utilizado no método para o restante
do trabalho é

(uh—ﬂ@) y(t) Buy(t) )
pn s (v ) )

Neste ponto, torna-se proveitoso mencionar que 0s Sis-
temas lineares apresentados para as fragdes de infectados
humanos e vetores possuem transitério da ordem de alguns
meses. Portanto, o estado inicial sé afeta a estimag@o de
Br(t), significativamente, nos meses iniciais. Por esta razio,
as escolhas de i, e i, ndo sdo tdo cruciais, no sentido de
ndo alterar os valores obtidos de 55 no método de inversdo
(exceto os dos primeiros meses). Quanto a fracdo de humanos
suscetiveis, seu transitério € da ordem de séculos, o que torna
sua escolha inicial relevante. Para elucidar isto, na Fig. 4 foi
utilizado o método para estimac@o de (5 (t) com trés estados
iniciais diferentes, sendo alterado apenas o valor da fragdo de
suscetiveis. No estado inicial sugerido em (10), s;,(¢) apresenta
um menor intervalo de abrangéncia em relacdo aos outros,
em vista da menor influéncia do transitério. J4 para o valor
mais acima, pode ser visto uma tendéncia decrescente em na
fracdo de humanos suscetiveis, acontecendo o oposto para o
valor mais abaixo. No que diz respeito a [, (t), ela apresenta,
além da sazonalidade esperada, médulos maiores para valores
iniciais de s; menores, sendo que para o menor destes, a taxa
de contatos humano-vetor possui, ainda, um decrescimento
causado pela, anteriormente mencionada, resposta livre de
sp(t). Isto exemplifica, de maneira prética, os critérios adota-
dos nesta secgdo, sendo proveitoso citar o trabalho de [14] por
apresentar argumentos semelhantes com aspectos estocasticos
em outro sistema epidemioldgico.

(10)

4Sob determinadas condicGes, que o sistema aqui atende, o lema garante
que para uma inequagdo diferencial escalar

v(t) < g(tv),

v(t) é limitada pela resposta da equagdo diferencial

v(to) < uo,

u(t) = g(t,u) ulto) = uo
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Fig. 5. Resultados do método de inversdo obtidos utilizando os estados iniciais
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(preto). Foram utilizados os dados de novos infectados do estado de sdo paulo.

VII. RESULTADOS E DISCUSSOES

Exposto o método de estimagc@o da entrada e o critério
de escolha do estado inicial, nesta secdo cabem algumas
discussdes acerca dos valores encontrados para [y, além de
seu uso para simulagdo de possiveis cendrios de surto da
dengue. Nessa ordem, é proveitoso lembrar a dificuldade
pratica de medir a taxa média de contatos humano-vetor, o
que torna comparagdes com dados reais irrealizaveis, devido
a inexisténcia dos dados. Entretanto, existe algumas corre-
spondéncias intrigantes, como: os vales de [;(t) ocorrerem
em periodos de campanhas contra 0 mosquito transmissor.

x10 2 Bahia w102 Séo Paulo
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Fig. 6. Resultados do método de inversdo com o melhor estado inicial quando
aplicados a Bahia e a Sdo Paulo: saidas simuladas em azul, dados reais (saida
real) em vermelho, histdrico recuperado da entrada em preto.

Na Fig. 6 € exemplificado a solu¢do dos problemas de in-
versdo e escolha do estado inicial para dois estados brasileiros,
obtendo como resultado a recuperagdo da entrada, a evolucio
da taxa de contatos humano-vetor. Dito isto, € interessante
observar que alguns vales de 3, (t) ocorrem depois de um de-
crescimento acentuado, o que pode indicar alguma campanha
de combate ao Aedes Aegypti nas condi¢Oes alarmantes do
surgimento de novos casos. De fato, se for usado um agregador
de noticias®, como o Google na aba noticias, para realizar uma

5 Agregadores sio programas que juntam/organizam informagdes que pos-
sam ser vistas por usudrios finais.
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busca por ‘Combate a dengue em Sdo Paulo’ em periodos
de epidemias acentuadas, t€ém-se com resposta mais noticias
sobre 0 assunto que comparado a anos sem epidemias. No
ano 2015 (de 169 a 180, meses), por exemplo, destacam-
se as seguintes noticias: [15] informa sobre o nimero de
caso recorde em Sido Paulo; Ja em [16], [17], [18] sdo
mostrados medidas de combate ao mosquito, sendo elas: a
tomada providéncias sanitdrias, combate genético do vetor e
sancionamento de leis que facilitam o trabalho dos agentes
de endemias, respectivamente. O mesmo pdde ser feito para
Bahia, com resultados semelhantes. Correspondéncias como
estas podem ser vistas também nos picos, como exemplo no
ano de 2012 (133 a 144, meses) () (t) apresenta um dos
maiores valores para a Bahia, fato esse que coincide com a
noticia, alarmante, do aumento do indice de infestacdo predial
(ITP) em salvador mostrada em [19].

De fato, a taxa de contato humano-vetor e o IIP sio
diretamente proporcionais a popula¢do de mosquitos, portanto
as mesmas estdo relacionadas por uma constantes de propor-
cionalidade, 0y (t) = o.IIP. Isto é relevante, uma vez que
conhecida tal constante se pode utilizar as estimacgdes de IIP,
medi¢do comumente realizada nas campanhas contra a dengue,
no sistema SIR-SI para simular novos casos da doenca. Além
disso, essa relagdo pdde ser empregada para comprovar a
validade do método proposto aqui. Para tanto, foram utilizados
os dados de infestacdo predial encontrados em [20] referentes
aos anos de 2001 a 2005 do estado de Goids. Infelizmente as
estimativas de IIP ndo sdo divulgadas em nenhuma base de
dados publica pelos 6rgdos que as coletam, o que dificulta
0 acesso a essas informagdes. Por isso, os valores foram
coletados visualmente da Figura 1-A em [20]. Dito isto, na
Fig. 7 pode ser comparado o histérico da entrada encontrado
pelo método proposto aqui com o IIP, onde se pode observar
como eles possuem as mesmas tendéncias, sendo o = 0,11
determinado por ajuste do minimo erro quadratico. Isto é
de suma importancia, pois valida toda a metodologia usada
na recuperacdo do histérico do sistema. Vale ressaltar que o
primeiro ano do histérico recuperado de [3;, é desprezado na
determina¢do de o por conter influéncia da escolha do estado
inicial, como visto na se¢do VI.

indicie de Infestacéo Predial

Taxa de Contato humano-vetor

1] 20 40
Tempo (meses)

o
=1

i} 1 2 3
indicie de Infestacéio Predial

Fig. 7. A esquerda, o indicie de infestacio predial mostrado em [20] (azul) e
o estimado pelo método proposto aqui (8, (t)/o) (vermelho) de 2001 a 2005,
com o = 0,11. A direita, relacdio /PP X (3, para os anos de 2002 a 2005
(azul) e a reta com o o que melhor ajusta os pontos na forma 3y, (t) = o.11P
(vermelho).

Mencionada a dificuldade em ter acesso ao indice de
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infestacdo predial, uma alternativa, de interesse principal aqui,
€ usar o histérico de () recuperado como base para simular
novas situagdes dos casos de dengue. Nesse sentido, os da-
dos recuperados estdo disponiveis e podem ser usados para
simulacdes de futuros casos da doenca de diferentes formas.
Assim, uma maneira simples de se fazer isso ¢ utilizar cada
ano como entrada do sistema para o estado atual. Ao fazer
isso, levando em conta a quantidade de dado disponivel (17
anos), t€m-se um total de, no maximo, 17 situagdes diferentes.
O que pode ser insuficiente em razdo da liberdade do sistema.
Em vista disso, uma maneira de extrapolar a quantidade
de situagcdes simuladas, devido a sazonalidade pressuposta,
é tratar cada més do ano como sendo uma distribuicdo de
probabilidade. Deste modo, pode-se simular situacdes diversas
compreendendo as ja ocorridas.

De fato, utilizar uma distribui¢do de probabilidade para
extrapolar as informagdes disponiveis faz sentido, ao olhar,
por exemplo, os valores mensais de 3, (t), eles estdo dispostos
em uma determinada regido (ver Fig. 8). Nesse sentido, para
determinar tal distribuicdo, com tdo poucas amostras, atenta-
se ao fendmeno que esta por trds da taxa de contato humano-
vetor. Primeiramente, o contato se dd através das picadas do
mosquito fémea em uma pessoa, que por vezes pode ocorrer
sem que haja infec¢do, mesmo entre um infectado e um
suscetivel, sendo, devido a isso, associado uma probabilidade
de transmissdo p por picada — vale ressaltar que no modelo
dindmico deterministico s6 foram contabilizados os contatos
passiveis de transmissdo. Se forem realizadas N, picadas por
més, sendo diferente para cada més do ano, com probabili-
dade de contigio igual p, entdo a varidvel aleatéria X, que
conta o nimero de sucessos em um més, tem distribuicao
do tipo binomial. E para obter a taxa de contatos humano-
vetor basta dividir X pela populacio de humanos, entdo
Br ~ Binomial(Np,p)/Ny. Neste ponto, torna-se interes-
sante mencionar que [V, é da ordem de (3, N, 0 que tornaria
bastante lenta a simulagdo de uma instincia da distribuigcdo
binomial, por essa razdo € aconselhdvel a aproximacdo da
binomial pela normal. Por fim, utilizou-se nas simulacdes de
situagdes dos surtos de dengue (3, como sendo do tipo normal,
ignorando as eventuais instancias negativas por ndo fazerem
sentido fisico.

Para testar a usabilidade da abordagem foram supostos
desconhecidos os dados de 2016, ou seja, deseja-se simular
diferentes situagdes para a quantidade de novos infectados por
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més em 2016, conhecendo o histérico destes nos anos de 2001
a 2015. O que, em resumo, € feito do seguinte modo:

1) Recupera-se [ (t) pela aplicagdo do método mostrado
na secdo V, utilizando o estado inicial dado em (10),
por conseguinte, o estado atual é também encontrado.

2) Supde-se que S5y (t) possui uma distribui¢io de proba-
bilidade normal especifica para cada més, em que seus
parametros sdo estimados pelas médias e desvios a
partir dos dados mensais recuperados de cada ano. Vale
salientar que o primeiro ano de [,(t) é ignorado, por
conter influéncia da escolha do estado inicial, como visto
na se¢do VI

3) Simula-se, via Monte Carlo, 1000 vezes a evolucdo
do sistema, novas situacdes, utilizando as instancias da
distribui¢do de 1, (¢) encontrada anteriormente.

Ao aplicar essa abordagem, torna-se disponivel 1000
situacdes da propagacdo da dengue obtidas pela extrapolacdo
dos dados histéricos de [j(t). Os resultados podem ser
visualizados de diferentes maneiras, aqui optou-se por duas:
uma para dar ideia da evolugdo dos casos no ano e a outra
para as possibilidades de cendrios por més. Nessa ordem, na
Fig. 9 é mostrado as médias e desvios laterais dos novos
casos da doenga por més simulados feitas para quatro estados
brasileiros conjuntamente com os dados reais. E interessante
observar que as médias estdo préximas aos dados reais para os
primeiros meses, afastando-se nos meses subsequentes. Isso se
deve, em partes, pela propagacdo do erro. Os meses acima de
um nao utilizam o estado atual obtido pelo método com o uso
do més anterior para o ano em questdo — pode-se melhorar esta
aproximacdo utilizando o método até o més anterior ao que
se quer realizar as simula¢des. Além disto, em vista do surto,
os Orgdos responsdveis podem ter exercido um controle dos
vetores, fazendo os casos reais diminuirem abaixo da média
simulada, situacdo presente/possivel nas simulacdes, mas nio
como ente mais provavel.
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Fig. 9. Em azul os dados reais obtidos em cada estado brasileiro, em preto os
dados as médias simuladas e seus desvios superior (calculado com os valores
acima da média) e inferior (calculado com os valores abaixo da média) para
o ano de 2016.

2

Outro modo de visualizar os dados € agrupar os valores
simulados em caixas/bins, de acordo com o intervalo a que
eles pertencem, contando quantas apari¢des ocorreram em
cada uma, em resumo, cria-se um histograma. Isto dd ideia
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de quao provavel € determinada situacdo ao custo de ter a
visualizagdo reduzida a um més por vez. Dessa forma, na Fig.
10 é possivel ver o histograma do més de janeiro para os
mesmos quatro estados brasileiros no ano em questdo. Neste,
observa-se que as situagdes sdo mais dispersas para valores
acima da média, ao passo que os valores extremos sdo pouco
provaveis. Além disso, pode ser observado que cada valor real
medido recai préximo ao valor médio correspondente, estes
ultimos localizados em bins dos histogramas associados a altas
frequéncias de ocorréncia.

Bahia Mato Grosso

8 8
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Fig. 10. Histogramas obtidos via Monte Carlo com 1000 simulacdes de
janeiro de 2016 para os estados: Bahia, Mato Grosso, Mato Grosso do Sul e
Sdo Paulo. As barras em verde e vermelho indicam média das simulacdes e
o valor real dos novos casos registrados, respectivamente.

Dos resultados mostrados, deve-se atentar ao objetivo do
trabalho, que é simular situacdes de surto de dengue com base
no histérico de notificacdes. Nesse contexto, foram mostrados
um modelo SIR-SI, com uma entrada e uma saida; ferramentas
para recuperar o par histérico da entrada e estado inicial mais
simples sob determinado critério; além de se obter, como
subproduto desse processo, o estado atual do sistema. Feito
isto, as simulacdes futuras tornam-se possiveis, sendo extrapo-
lados os dados histéricos dos contatos humano-vetor por uma
distribuicdo gaussiana com intuito de um maior niimero de
situagdes simuladas. Entretanto, para predigdes mais precisas
desses novos casos, 3;(t) deve ser melhor explorado em
termos da dindmica populacional do mosquito sem e com
os efeitos de controle humano sobre os vetores, incluindo
também consequéncias de eventos atipicos que podem elevar
a populacdo de mosquito, como o racionamento de agua —
relatado em [4] por explicar, devido a anormalidade causada no
modelo de séries temporais usado pelos autores, o afastamento
dos casos previstos e reais. Ou ainda, como alternativa, utilizar
as informacgdes e estimativas dos indices de infestacdo do
mosquito para encontrar 5, (t) e, com isso, estimar os novos
€asos.

VIII. CONCLUSOES

O modelo SIR-SI foi adaptado neste trabalho ao fendmeno
da propagacdo da dengue em cinco regides do Brasil. Nesta
adaptacdo, o problema dos dados faltantes, mais especifica-
mente, o desconhecimento dos sinais de entrada e dos estados
dindmicos do sistema, se tornou um objetivo deste trabalho,
levando assim a uma reformulagdo do problema como inversao
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cega de um sistema ndo-linear. A solu¢do desenvolvida de
forma original neste trabalho para cinco regides do Brasil
pode ser usada em quaisquer outras regides, independente das
condicdes ambientais e intervencdes humanas, mediante as
restri¢des tipicas do modelo SIR-SI. Com os dados recupera-
dos, o objetivo inicial de simular cendrios futuros baseados nos
passados se tornou possivel, tendo como impasse adicional a
quantidade pequena de situagdes ocorridas, o que culminou
em um problema de extrapolacdo. A solucdo proposta se
mostrou proveitosa as regides testadas ao estabelecer cenarios
associados a probabilidades de ocorréncia em fungdo das
ultimas observacdes, pois esses cendrios podem servir como
base a politicas de prevencio e/ou mitigacdo de dengue.

IX. CONTINUIDADE DO TRABALHO

Os problemas e a metodologia apresentados estdo sujeitos
as condi¢cdes de modelagem do modelo SIR-SI, a exemplo:
populacdo constante e uniformemente distribuida. Nesta linha,
as solucdes propostas estdo limitadas a estas condicdes. Dito
isto, um estudo em andamento € o impacto das restri¢cdes
geogréficas — tais como rios € montanhas — sobre o método
proposto, uma vez que estas podem dividir a populagio total
em centros populacionais ligados por migragdes recorrentes,
de forma que a condicdo de uniformidade pode ndo ser
atendida. Uma possivel solugdo € a utilizacdo do modelo
proposto aqui em uma rede de modelos SIR-SI acoplados
como um s6 modelo mais complexo.
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