
                                           
 

Abstract—This work presents a tracking method that is easy to 
design and implement. In particular, it is considered the tracking 
of a predefined trajectory whose temporal derivatives are known. 
This anticipated information of the desired reference signal allows, 
by employing a guaranteed dominant pole placement criterion, the 
formulation of a control law that uses the conventional feedback 
error compensation together with the anticipated knowledge of the 
derivatives of the reference signal. This provides substantial 
improvements in the closed-loop behavior of the system, impossible 
to achieve using only the feedback compensation. A numerical 
example, the steering of a ship and a real application, the control of 
a rotary flexible joint, show the effectiveness of the proposed 
method. 
 

Index Terms—Tracking system, Feedforward anticipation, 
Trajectory following, Guaranteed dominant pole placement 
criterion, Rotary flexible joint (RFJ), Ship steering, Voronoi 
diagram. 
 

I. INTRODUCCIÓN 

L problema de seguimiento de una señal de referencia 
deseada puede presentarse en tres formas. Todas ellas 

dependen de la naturaleza de la referencia. Si la salida de la 
planta debe seguir una clase predefinida de trayectorias 
deseadas, por ejemplo, todos los polinomios hasta un cierto 
orden, el problema se denomina problema del servo 
(servomecanismo) [1], [2]. Por otra parte, si la señal de 
referencia corresponde a una función prescrita del tiempo, el 
problema recibe el nombre de problema de seguimiento [3], 
[4]. Finalmente, cuando se requiere que la salida de la planta 
siga la respuesta de otra planta generalmente establecida a 
través de un modelo matemático, el problema responde a la 
denominación de problema de seguimiento de un modelo [5], 
[6]. No obstante, sin importar la denominación, se espera que 
la salida controlada siga tan cerca como sea posible la señal de 
referencia deseada para todo instante de tiempo. En todos 
estos problemas, la idea común es que el controlador toma la 
señal de salida de la planta 𝑦ሺ𝑡ሻ, la compara con la señal de 
referencia deseada 𝑟ሺ𝑡ሻ y posteriormente intenta reducir el 
error de seguimiento 𝑒ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑟ሺ𝑡ሻ െ 𝑦ሺ𝑡ሻ generando una señal de 
control 𝑢ሺ𝑡ሻ. En términos generales, un controlador actuando 
bajo esta premisa efectúa el seguimiento o “persecución” de la 
señal de referencia después que se ha establecido el error. 
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Cuando la señal de referencia cambia en forma muy rápida, 
la compensación del error resulta menos efectiva porque esta 
acción tiende a retrasarse. En otras palabras, el seguimiento de 
una señal de referencia utilizando compensación de la señal de 
error a través de una acción exclusiva de realimentación 
produce un seguimiento de la señal de referencia que 
“marcha” después del error. Esta situación se penaliza con una 
estabilidad y respuesta transitoria degradadas. Un sistema de 
control de seguimiento tiene dos propósitos: la obtención de 
una respuesta de entrada-cero aceptable (propiedades del lazo 
de realimentación) y la obtención de una respuesta de estado-
cero aceptable (propiedades de la señal de referencia).  

Un controlador de dos grados de libertad (2GL) [7], [8] 
permite manejar simultáneamente la estabilización del lazo de 
realimentación y el seguimiento de la señal de referencia. 
Como se señaló, existe un retraso entre el establecimiento de 
la señal de error y el seguimiento efectivo de la señal de 
referencia. Para eliminarlo, se han adoptado diferentes ideas 
dentro del marco de los controladores de 2GL. Las primeras 
tentativas hicieron uso de las nociones de conformación del 
lazo (loop shaping) y de la técnica de diseño de MacFarlane y 
Glover para estabilizar robustamente el lazo de control y 
garantizar el seguimiento de referencias constantes [9], [10].   
Una estrategia muy generalizada reposa en el hecho de que en 
teoría, el seguimiento perfecto puede alcanzarse a través de la 
inversión del modelo (cancelación de ceros y polos), pero esto 
requiere que el sistema tenga un modelo inverso estable. Es 
por eso, que se han realizado numerosas contribuciones 
cuando aparecen ceros de fase no mínima en el modelo del 
sistema.  

Las técnicas disponibles se podrían clasificar en dos 
categorías: la inversión aproximada del modelo [11]-[13] y la 
inversión directa del modelo acotando las señales de control 
[14], [15]. La parametrización de Youla de un controlador de 
2GL para sistemas lineales permite separar el diseño de la 
respuesta de estado-cero a través de un prefiltrado de la señal 
de referencia  y de la respuesta de entrada-cero, mediante un 
controlador de realimentación. Esto ha generado un conjunto 
de métodos [16]-[18] que combinan la técnica de 
programación de ganancias (gain scheduling) y la 
optimización ℋஶ o  ℋଶ ℋஶ⁄  dentro del marco de las 
desigualdades matriciales lineales (LMI). Estos métodos son 
de una gran complejidad matemática y aunque no suponen 
conocida la señal de referencia, es necesaria su especificación 
a través de filtros de ponderación. También se han empleado 
estrategias difusas para la implementación de controladores de 
2GL como puede apreciarse en [19] y [20]. Por último, pueden 
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mencionarse las contribuciones que emplean el control 
predictivo [21] apoyándose en el hecho de que esta teoría 
permite incluir de manera sistemática información sobre 
valores futuros de la señal de referencia [22], [23].  

Las distintas contribuciones comentadas hasta ahora son 
complejas desde un punto de vista teórico y en mayor o menor 
grado requieren de un notable esfuerzo computacional. La 
motivación de este trabajo consiste en la creación de un 
método, que permita el seguimiento de señales de  referencia, 
apoyándose sobre nociones básicas de la teoría de control, que 
sea sencillo de diseñar y; finalmente se espera, sea de utilidad 
a nivel industrial. Las premisas de este trabajo son dos, la 
primera supone que el modelo matemático de la planta es 
suficientemente preciso y la segunda, más fundamental para el 
método propuesto, consiste en emplear la información 
anticipada de la señal de referencia para efectuar una acción 
combinada de control realimentado y control anticipado. En 
forma más precisa, se hace uso de la noción de controlador de 
2GL. La información sobre la señal de referencia se supone se 
encuentra disponible en aplicaciones donde la trayectoria de 
referencia se preplanifica y se almacena en la memoria del 
computador. Esto ocurre, por ejemplo, en el control de 
vehículos autónomos en las calles de una ciudad [24], [25] en 
robótica [26], [27] en el control de submarinos y helicópteros 
no tripulados [28], [29], en el control de máquinas de corte 
[30], en la supervisión de sistemas de manufactura y en la 
gestión de sistemas de cadenas de suministro [31].  

Las funciones temporales correspondientes a las señales de 
referencia en las aplicaciones mencionadas, son funciones 
suaves, cuyas derivadas pueden calcularse hasta un orden 
suficiente y almacenarse igualmente en la memoria del 
computador. En particular, en el método propuesto, se 
considera que el error de seguimiento del sistema controlado 
satisface una ecuación diferencial ordinaria lineal específica, 
cuyos parámetros son seleccionados de manera de satisfacer 
un criterio de garantía de polos dominantes de segundo orden 
(GPD) [32]. Esto permite fijar la convergencia asintótica de la 
respuesta transitoria de la dinámica del error de seguimiento 
en términos de su amortiguación y velocidad de respuesta, 
siendo éstas especificaciones comunes en el ámbito industrial. 

El artículo está organizado de la manera siguiente. En la 
sección II se formula el problema de seguimiento asintótico. 
La sección III considera la solución del problema planteado. A 
ese fin se propone un modelo lineal autónomo de seguimiento 
cuyos parámetros se seleccionan mediante un criterio GPD, se 
calcula la ley de control que combina el efecto anticipativo de 
la señal de referencia y sus derivadas temporales y el efecto 
realimentado de la salida de la planta y sus derivadas 
temporales. En la sección IV se muestra como extender la 
metodología propuesta cuando aparecen derivadas de la 
entrada de la planta. La sección V contempla un ejemplo 
numérico, el control de la dirección de un barco que debe 
seguir una ruta predefinida en las costas españolas. Luego, en 
la sección VI, se implementa la metodología en una aplicación 
real, el control de la posición de una articulación flexible 
rotatoria. Finalmente, la sección VII considera las 
conclusiones del trabajo. Notación: Matrices y vectores están 

destacados en negrita. Las matrices se representan con letras 
mayúsculas y los vectores con letras minúsculas. 𝑨் denota la 
matriz transpuesta de la matriz 𝑨.  ℝ es el conjunto de los 
números reales, 𝑎ሶ ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑑𝑎ሺ𝑡ሻ 𝑑𝑡⁄ , 𝑎ሺ௜ሻሺ𝑡ሻ ൌ 𝑑௜𝑎ሺ𝑡ሻ 𝑑𝑡௜⁄ ,  
donde t corresponde a la variable tiempo. 

II. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

Considere una planta descrita por un modelo matemático lo 
suficientemente preciso representado mediante la ecuación 
diferencial ordinaria lineal 

 

𝑦ሺ௡ሻሺ𝑡ሻ ൅ 𝑎௡ିଵ𝑦ሺ௡ିଵሻሺ𝑡ሻ ൅ ⋯ ൅ 𝑎ଵ𝑦ሶሺ𝑡ሻ ൅ 𝑎଴𝑦ሺ𝑡ሻ ൌ
𝑏଴𝑢ሺ𝑡ሻ, 

(1) 

 

donde 𝑦ሺ𝑡ሻ ∈ ℝ es la salida de la planta y 𝑢ሺ𝑡ሻ ∈ ℝ es la 
entrada. Se está interesado en el seguimiento de una señal de 
referencia variante en el tiempo predefinida 𝑟ሺ𝑡ሻ ∈ ℝ. La cual 
se supone que es suave (o suave a trozos), por lo que se le 
pueden calcular derivadas de orden suficiente. Esta señal de 
referencia y sus derivadas se encuentran disponibles en la 
memoria de un computador desde la etapa de diseño. En 
particular, se desea determinar una ley de control de la forma 
 

𝑢ሺ𝑡ሻ ൌ 𝜙ሾ𝑦ሺ. ሻ, 𝑟ሺ. ሻሿ, (2) 

 

tal que el error de seguimiento definido como  
 

𝑒ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑟ሺ𝑡ሻ െ 𝑦ሺ𝑡ሻ, (3) 

 

satisfaga la condición asintótica 
 

lim
௧→ஶ

Γሾ𝑒ሺ𝑡ሻሿ ൌ 0. (4) 

 

En (2) 𝜙ሺ. ሻ es una función suficientemente suave de sus 
argumentos y se emplea la notación 𝑦ሺ. ሻ y 𝑟ሺ. ሻ para indicar 
que la ley de control depende no sólo de la señal de salida 𝑦ሺ𝑡ሻ 
y de la señal de referencia 𝑟ሺ𝑡ሻ sino también de sus derivadas 
temporales respectivas. A su vez, en (4), Γሾ𝑒ሺ𝑡ሻሿ  corresponde 
a una función que regula la convergencia de la respuesta 
transitoria del error de seguimiento. En nuestra metodología, 
se calculará la ley de control para satisfacer un criterio GPD 
que resultará en una amortiguación y velocidad de respuesta 
deseadas. En definitiva, el problema bajo estudio puede 
formularse en los términos siguientes. 

Problema 1: Dado el sistema descrito por (1). Determine una 
ley de control de la forma (2) que satisfaga la condición de 
convergencia asintótica (4). 

III. SOLUCIÓN DEL PROBLEMA 

Para resolver el Problema 1 se considera que la clase de 
funciones de error de seguimiento 𝑒ሺ𝑡ሻ es aquella que puede 
describirse como la salida de un sistema dinámico lineal 
autónomo modelado a través de la ecuación diferencial  
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𝑒ሺ௡ሻሺ𝑡ሻ ൅ 𝜙௡ିଵ𝑒ሺ௡ିଵሻሺ𝑡ሻ ൅ ⋯ ൅ 𝜙ଵ𝑒ሶሺ𝑡ሻ ൅ 𝜙଴𝑒ሺ𝑡ሻ ൌ 0.  (5) 

 

La ecuación diferencial anterior, origina la siguiente 
transformada de Laplace para el error de seguimiento 

 

ሺ𝑠௡ ൅ 𝜙௡ିଵ𝑠௡ିଵ ൅ ⋯ ൅ 𝜙ଵ𝑠 ൅ 𝜙଴ሻ𝐸ሺ𝑠ሻ ൌ 0. (6) 

 

Los coeficientes 𝜙௜ ∈ ℝ del polinomio que aparece en (6), 
se seleccionan imponiendo un criterio GPD. En este criterio, 
los requerimientos de diseño a lazo cerrado se especifican en 
el dominio del tiempo a través de un porcentaje en el sobre 
pico (PO)  y el tiempo de establecimiento (Ts) y luego se 
convierten en un par de polos conjugados 𝑝ଵ,ଶ ൌ െ𝑎 േ 𝑗𝑏 
donde 𝑎 ൌ 𝜉𝑤௡ (𝜉 es el coeficiente de amortiguación y 𝑤௡ es 
la frecuencia natural). Cuando el orden de derivación en (1) y 
(5) es tal que 𝑛 ൒ 3, el criterio GPD permite transformar la 
ecuación (6) en 

 

ሺ𝑠 ൅ 𝜆𝜁𝑤௡ሻ௡ିଶሺ𝑠ଶ ൅ 2𝜁𝑤௡𝑠 ൅ 𝑤௡
ଶሻ. (7) 

 

Desarrollando (7) e igualando coeficientes con el polinomio 
dado por (6) se determinan los valores numéricos de los 
coeficientes 𝜙௜ ∈ ℝ. Para GPD, el cociente entre cualquier 
polo con respecto al factor െ𝑎 debe exceder el valor del 
parámetro 𝜆 en (7). Esto se asegura escogiendo la constante 𝜆 
de manera que verifique la regla 

 

𝜆 ൌ 3 𝑎  5 𝑣𝑒𝑐𝑒𝑠 ሺ𝜁𝑤௡ሻ. (8) 

 

Mientras más grande sea 𝜁𝑤௡, la respuesta es más rápida 
pero a expensas de un mayor esfuerzo de la señal de control. 

Teorema 1: Dada la planta representada por (1) y el modelo 
de seguimiento a lazo cerrado (5), entonces la ley de control 
de la forma (2) que satisface (4) viene dada por: 
 

 𝑢ሺ𝑡ሻ ൌ
ଵ

௕బ
ൣ𝑟ሺ௡ሻሺ𝑡ሻ ൅ 𝜙௡ିଵ𝑟ሺ௡ିଵሻሺ𝑡ሻ ൅ ⋯ ൅ 𝜙ଵ𝑟ሶሺ𝑡ሻ ൅

𝜙଴𝑟ሺ𝑡ሻ ൅ ሺ𝑎௡ିଵ െ 𝜙௡ିଵሻ𝑦ሺ௡ିଵሻሺ𝑡ሻ ൅ ⋯ ൅
ሺ𝑎ଵ െ 𝜙ଵሻ𝑦ሶ ሺ𝑡ሻ ൅ ሺ𝑎଴ െ 𝜙଴ሻ𝑦ሺ𝑡ሻ൧. 

(9) 

 

Demostración: A partir de un PO y un Ts conocidos e 
imponiendo 𝜆 en (8) según un criterio GPD se calcula (7). Por 
igualación de coeficientes entre los polinomios (6) y (7) se 
determinan los coeficientes 𝜙௜ ∈ ℝ del modelo (5) que 
satisfacen los requerimientos a lazo cerrado. Sustituyendo (3) 
en (5) se obtiene: 

 

ൣ𝑟ሺ௡ሻሺ𝑡ሻ െ 𝑦ሺ௡ሻሺ𝑡ሻ൧ ൅ 𝜙௡ିଵൣ𝑟ሺ௡ିଵሻሺ𝑡ሻ െ 𝑦ሺ௡ିଵሻሺ𝑡ሻ൧ ൅ ⋯
൅ 𝜙଴ሺ𝑟ሺ𝑡ሻ െ 𝑦ሺ𝑡ሻሻ ൌ 0. 

 

Finalmente, despejando 𝑦ሺ௡ሻ de (1) y reemplazando en la 
expresión anterior queda establecido el teorema. 

Comentario 1: Si 𝑛 ൌ 2 en (1) y (5), el criterio GPD reduce 
(7) al polinomio estándar de segundo orden 𝑠ଶ ൅ 2𝜁𝑤௡𝑠 ൅ 𝑤௡

ଶ. 
Si  𝑛 ൌ 1 solo debe fijarse un polo en (7), en ese caso es 
suficiente una especificación de tiempo de respuesta. 

     En (9) son evidentes, la componente anticipativa que 
depende de la señal de referencia; y la componente 
realimentada que depende de la salida. Esto se aprecia 
igualmente en el diagrama de bloques de la Fig. 1 donde se 
muestra una realización de (9). La Fig. 2 redibuja la figura 
anterior enfatizando la estructura de dos grados de libertad de 
la ley de control propuesta.  
 

 
Fig. 1. Realización en diagrama de bloques de la ley de control propuesta. 

 

 
Fig. 2. Diagrama de bloques enfatizando estructura de dos grados de libertad 
de la ley de control propuesta. 
 

La ley de control (9) se puede expresar en forma más 
compacta utilizando variables de estado. Una representación 
en variables de estado de (1) se obtiene seleccionando el 
vector de estado 𝒙ሺ𝑡ሻ ൌ ሾ𝑥ଵሺ𝑡ሻ  𝑥ଶሺ𝑡ሻ … 𝑥௡ሺ𝑡ሻሿ் ൌ

ൣ𝑦ሺ𝑡ሻ  𝑦ሺ𝑡ሻ ሶ  … 𝑦ሺ௡ିଵሻሺ𝑡ሻ൧
்
. De ahí resulta el modelo: 

 

𝒙ሺ𝑡ሻሶ ൌ 𝑨𝒙ሺ𝑡ሻ ൅ 𝒃𝑢ሺ𝑡ሻ,  

𝑨 ൌ

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

0 1 0 … 0
0 0 1 … 0
⋮
0

െ𝑎଴

⋮
0

െ𝑎ଵ

⋮
0

െ𝑎ଶ

⋱
…
…

⋮
1

െ𝑎௡ିଵ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 ,  𝒃 ൌ

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

0
0
⋮
0
𝑏଴⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

. 

(10) 

 
Usando (10), la ley de control (9) puede expresarse como 
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𝑢ሺ𝑡ሻ ൌ
ଵ

௕బ
ൣ𝒌𝒂𝒓ሺ𝑡ሻ ൅ 𝒌𝒇𝒙ሺ𝑡ሻ൧, (11) 

 

Con el vector de referencia 𝒓ሺ𝑡ሻ ൌ
ሾ𝑟ሺ𝑡ሻ 𝑟ሶሺ𝑡ሻ … 𝑟ሺ௡ሻሺ𝑡ሻሿ் y donde el vector de ganancias de 
realimentación 𝒌𝒇 y el vector de ganancias anticipadas 𝒌𝒂 
vienen dados por las ecuaciones: 

 

𝒌𝒇 ൌ ሾሺ𝑎଴ െ 𝜙଴ሻ ሺ𝑎ଵ െ 𝜙ଵሻ … ሺ𝑎௡ିଵ െ 𝜙௡ିଵሻሿ், (12) 

𝒌𝒂 ൌ ሾ𝜙଴ 𝜙ଵ … 𝜙௡ିଵሿ். (13) 

     

En la Tabla I se incluye un algoritmo que resume el 
procedimiento de diseño del controlador. El mismo asegura el 
seguimiento de la señal de referencia predefinida, en base a la 
ley de control (9), donde el error de seguimiento 𝑒ሺ𝑡ሻ se diseña 
para que su respuesta transitoria tienda asintóticamente a cero 
con una dinámica que satisface un PO y un Ts dados. 

 
TABLA I  

ALGORITMO PARA OBTENER LA LEY DE CONTROL DEL PROBLEMA DE 

SEGUIMIENTO DE UNA TRAYECTORIA PREDEFINIDA 
Entrada:  
𝑃𝑂 ← Porcentaje de sobre pico deseado de la respuesta transitoria del 
error de seguimiento. 
𝑇𝑠 ← Tiempo de establecimiento deseado de la respuesta transitoria del 
error de seguimiento. 
Paso 1:  A partir de PO, el coeficiente de amortiguación se calcula como 

𝜁 ൌ ට
ሾ௟௡ሺ௉ை ଵ଴଴⁄ ሻሿమ

గమାሾ௟௡ሺ௉ை ଵ଴଴⁄ ሻሿమ. A partir de Ts, la frecuencia natural de oscilación 

a lazo cerrado es dada por 𝑤௡ ൌ 4 𝜁𝑇𝑠⁄ . [33]. 
Paso 2:  Fijar la constante 𝜆 según la regla (8). Desarrollar el polinomio 
(7) que satisface el criterio GPD. 
Paso 3:  Igualar el polinomio dado por (6) con el polinomio desarrollado 
del paso 2. Por simple inspección determinar los coeficientes 𝜙௜ ∈ ℝ de 
(6), 
Paso 4:  Hallar la ley de control (9). 
Salida: Señal de control  𝑢ሺ𝑡ሻ. 

 

IV. EXTENSIÓN DEL MÉTODO 

El Problema 1 supone que la ecuación diferencial (1) no 
posee derivadas de la señal de entrada. Ahora bien, en 
situaciones prácticas es usual que si aparezcan. A ese fin, sea 
una planta descrita por la ecuación diferencial ordinaria lineal 

 

𝑦ሺ௡ሻሺ𝑡ሻ ൅ 𝑎௡ିଵ𝑦ሺ௡ିଵሻሺ𝑡ሻ ൅ ⋯ ൅ 𝑎ଵ𝑦ሶሺ𝑡ሻ ൅
𝑎଴𝑦ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑏௠𝑢ሺ௠ሻሺ𝑡ሻ ൅ 𝑏௠ିଵ𝑢ሺ௠ିଵሻሺ𝑡ሻ ൅
⋯ ൅ 𝑏ଵ𝑢ሺ𝑡ሻሶ ൅ 𝑏଴𝑢ሺ𝑡ሻ, ሺ𝑛 ൒ 𝑚ሻ. 

                (14)  

 

Por lo que el problema inicial puede reformularse como:  
Problema 2: Dado el sistema descrito por (14). Determine 
una ley de control de la forma (2) que satisfaga la condición 
de convergencia asintótica (4). 

Para resolver este nuevo problema, es conveniente aplicar la 
transformada de Laplace a (14), obteniéndose la función de 
transferencia 

 

𝑌ሺ𝑠ሻ
𝑈ሺ𝑠ሻ

ൌ
𝑏௠𝑠௠ ൅ ⋯ ൅ 𝑏ଵ𝑠 ൅ 𝑏଴

𝑠௡ ൅ ⋯ ൅ 𝑎ଵ𝑠 ൅ 𝑎଴
ൌ

𝑁ሺ𝑠ሻ
𝐷ሺ𝑠ሻ

. 
(15) 

 

Por lo que si se coloca en cascada el compensador de 
función de transferencia 

 

𝑈ሺ𝑠ሻ
𝑉ሺ𝑠ሻ

ൌ
𝑏଴

𝑁ሺ𝑠ሻ
, 

(16) 

 

con la planta (14), resulta la ecuación 
 

𝑌ሺ𝑠ሻ
𝑉ሺ𝑠ሻ

ൌ
𝑏଴

𝐷ሺ𝑠ሻ
. 

(17) 

 
Dado que (17) origina en el dominio de tiempo una 

ecuación diferencial ordinaria lineal semejante a (1), por un 
procedimiento similar al desarrollado en la sección III, resulta 
la siguiente ecuación para la señal auxiliar 𝑣ሺ𝑡ሻ 

 

𝑣 ൌ
ଵ

௕బ
ൣ𝑟ሺ௡ሻ ൅ 𝜙௡ିଵ𝑟ሺ௡ିଵሻ ൅ ⋯ ൅ 𝜙ଵ𝑟ሶ ൅ 𝜙଴𝑟 ൅

ሺ𝑎௡ିଵ െ 𝜙௡ିଵሻ𝑦ሺ௡ିଵሻ ൅ ⋯ ൅ ሺ𝑎ଵ െ 𝜙ଵሻ𝑦ሶ ൅
ሺ𝑎଴ െ 𝜙଴ሻ𝑦൧. 

(18) 

 

De ahí sigue que para disponer de la señal de control real 
𝑢ሺ𝑡ሻ deben usarse en conjunto las ecuaciones (16) y (18). Esta 
situación, se evidencia en el diagrama de bloques de la Fig. 3. 

 

 
Fig. 3. Diagrama de bloques que muestra la ley de control para el problema 
extendido. 

V. EJEMPLO NUMÉRICO 

En esta sección se ilustra la metodología a través del control 
de la dirección de un barco [34], [35]. En el problema de 
dirigir automáticamente un barco se debe controlar la 
dirección del movimiento de avance, así como la posición de 
su centro de gravedad con respecto al curso deseado. La 
acción de control se ejerce a través del timón del barco situado 
en la popa y es conveniente hacer la distinción entre la 
dirección de movimiento del barco 𝜃௣ y la dirección objetivo 
𝜃௠. La diferencia entre estos ángulos corresponde al ángulo de 
ataque 𝛼 ൌ 𝜃௠ െ 𝜃௣. La Fig. 4 muestra éstos ángulos y las 
principales fuerzas que actúan sobre un barco.  

En la Tabla II se especifican los parámetros junto a sus 
valores numéricos. La fuerza del timón, producida por su 
deflación 𝛿 es perpendicular al timón. La fuerza motriz 
principal mantiene la velocidad de avance aproximadamente 
constante y actúa a través del centro de gravedad del barco. 
Las fuerzas ejercidas perpendicularmente a la velocidad del 
barco producen una aceleración de su centro de gravedad 

TEPPA AND VÁSQUEZ: DESIRED TRAJECTORY FOLLOWING BY FEEDFORWARD ANTICIPATION 1419



                                           
 

modificando la dirección de movimiento. Para ángulos de 
ataque inferiores a los 10 grados [1], las relaciones anteriores 
se rigen por la ecuación 

 

𝑚𝑉
𝑑𝜃௣

𝑑𝑡
ൌ 𝐾௅𝛼 ൅ 𝐹𝛼 െ 𝐾஼௅𝛿. 

(19) 

 

 
Fig. 4. Principales ángulos y fuerzas que actúan sobre un barco. 
 

TABLA II 
PARÁMETROS Y VALORES NUMÉRICOS PARA EL PROBLEMA DE CONTROL DE LA 

DIRECCIÓN DEL BARCO 
SÍMBOLO DESCRIPCIÓN  VALOR 

𝑚 Masa del barco 100.000 Slug 
𝑉 Velocidad del barco 6.69 𝑝𝑖𝑒𝑠 𝑠𝑒𝑔⁄  
𝐾௅ Libras de fuerza lateral por unidad 

de 𝛼 
25 𝑙𝑖𝑏𝑟𝑎𝑠 𝑟𝑎𝑑⁄  

𝐹 Empuje delantero 28 Libras 
𝐾஼௅ Libras de fuerza lateral por unidad 

de 𝛿 
15 𝑙𝑖𝑏𝑟𝑎𝑠 𝑟𝑎𝑑⁄  

𝐽 Momento de inercia efectiva 25 𝑠𝑙𝑢𝑔 𝑝𝑖𝑒𝑠⁄  
𝑑 Distancia desde el centro de 

gravedad hasta el centro de 
presión 

5 pies 

𝐾஽ Fuerza de arrastre sobre el barco 30 libras 
𝑙 Distancia del centro de gravedad 

al timón 
22 pies 

𝐾௙ Par de amortiguación del 
movimiento del barco 

10 
𝐿𝑖𝑏𝑟𝑎𝑠. 𝑝𝑖𝑒 𝑟𝑎𝑑. 𝑠𝑒𝑔⁄  

 
Los torques que tienden a girar el barco provocan una 

aceleración angular de la inercia de éste que responde a la 
ecuación 

 

𝐽
𝑑ଶ𝜃௠

𝑑𝑡ଶ ൌ 𝐾௅𝛼𝑑 ൅ 𝐾஽𝛼𝑑 ൅ 𝐾஼௅𝑙𝛿 െ 𝐾௙
𝑑𝜃௠

𝑑𝑡
. 

(20) 

 

Tomando la transformada de Laplace de (19) y (20) es 
posible determinar una función de transferencia que relaciona 
el rumbo del barco con la deflación del timón a controlar a 
través de 

 

𝜃௠ሺ𝑠ሻ

𝛿ሺ𝑠ሻ
ൌ 𝐾஼௅

𝑙𝑚𝑉𝑠 ൅ ሺ𝐾௅ ൅ 𝐾஽ሻ𝑑 ൅ ሺ𝐾௅ ൅ 𝐹ሻ𝑙

ቊ
𝐽𝑚𝑉𝑠ଷ ൅ ൣ𝐽ሺ𝐾௅ ൅ 𝐹ሻ ൅ 𝐾௙𝑚𝑉൧𝑠ଶ

൅ൣ𝐾௙ሺ𝐾௅ ൅ 𝐹ሻ െ 𝑚𝑉ሺ𝐾௅ ൅ 𝐾஽ሻ𝑑൧𝑠
ቋ

. 
(21) 

Usando los valores numéricos de la Tabla II, y haciendo 
𝑦 ൌ 𝜃௠ y 𝑢 ൌ 𝛿, a partir de (21) se obtiene la ecuación 
diferencial 

𝑦ሺଷሻ ൅ 8.32𝑦ሺଶሻ ൅ 0.97𝑦ሶ ൌ 13.2𝑢ሶ ൅ 8.62𝑢. (22) 

Especificando para la dinámica a lazo cerrado del error de 
seguimiento los valores 𝑃𝑂 ൑ 5% y 𝑇𝑠 ൌ 1 3⁄  y usando el 
procedimiento de la Tabla I se obtiene la señal de control 
auxiliar 

 

𝑣ሺ𝑡ሻ ൌ
ଵ

଼.଺ଶ
ൣ𝑟ሺଷሻሺ𝑡ሻ ൅ 44𝑟ሺଶሻሺ𝑡ሻ ൅ 768𝑟ሺଵሻሺ𝑡ሻ ൅

5760𝑟ሺ𝑡ሻ െ 35.677𝑦ሺଶሻሺ𝑡ሻ െ 767.03𝑦ሺଵሻሺ𝑡ሻ െ
5760𝑦ሺ𝑡ሻ൧. 

(23) 

 
En la misma se requiere hasta la tercera derivada de la 

información anticipada de la señal de referencia. En lo que 
sigue se va a mostrar la planificación de la ruta deseada para el 
rumbo del barco. El ambiente de navegación corresponde al 
Golfo de Valencia al sureste de España como se indica en la 
Fig. 5. La implementación numérica de la simulación del 
control de la dirección del barco es efectuada utilizando la 
versión 7.13 de 64 bits de la plataforma de computación 
Matlab/Simulink®. 

 

 
Fig. 5. Carta de navegación del Golfo de Valencia. 

 
Para planificar la ruta deseada se van a utilizar los 

diagramas de Voronoi [36], [37]. A ese fin se toman muestras 
de la costa y de las islas para definir los obstáculos del 
ambiente de navegación. Todo esto se representa mediante un 
diagrama de Voronoi que se superpone a la carta de 
navegación como se ilustra en la Fig. 6. Se decide que la ruta a 
navegar corresponde a la línea que se encuentra entre la costa 
y las islas. Para ello se toman las coordenadas de los vértices 
de los polígonos y se interpolan obteniéndose la ruta deseada 
de navegación. La misma se ilustra en la Fig. 7 en conjunto 
con el diagrama de Voronoi que la origina. Las tres derivadas 
de la ruta deseada necesarias para implementar (23) se 
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obtienen numéricamente y se almacenan en la memoria del 
computador. Posteriormente se implementa el sistema de 
control de seguimiento anticipado siguiendo el esquema de la 
Fig. 3, la salida, esto es, el rumbo del barco, coincide 
exactamente con la ruta que se ha planificado. Por tal razón, 
esta figura no se incluye. Este resultado evidencia la 
efectividad de combinar el efecto anticipado de la referencia y 
sus derivadas con la realimentación de la salida. 

 

 
Fig. 6. Diagrama de Voronoi del Golfo de Valencia. 

 

 
Fig. 7. Relación entre ruta de navegación deseada y diagrama de Voronoi. 
 

VI. APLICACIÓN 

En esta sección se valida el método propuesto en una 
aplicación real. El control de la posición de una articulación 
flexible rotatoria (AFR) [38]. El montaje experimental de la 
AFR se ilustra en la Fig. 8. Una vista superior se encuentra en 
la Fig. 9. Esta consiste de un cuerpo (bloque B) conectado al 
eje del motor y a una carga flexible (bloque C). La flexibilidad 
de la articulación se regula a través de dos resortes idénticos 
que se anclan al cuerpo y la carga. La salida medida 
corresponde al ángulo del extremo de la carga (bloque C) 
respecto al marco inercial de referencia fijo (El motor (A) o la 
mesa sobre la que se coloca la AFR). Por lo tanto, este ángulo 
extremo 𝛽 es la suma de la posición angular 𝜃 y el giro de la 
articulación 𝛼.  

 

Fig. 8. Montaje experimental de la AFR. 

 

 
Fig. 9. Vista superior de la AFR. 

 
El montaje experimental también incluye un computador de 

1.3 GHz basado en Pentium, la plataforma de computación 
Matlab/Simulink® y una tarjeta de adquisición de datos. La 
tarjeta soporta, entre otros, cuatro convertidores A/D, cuatro 
convertidores D/A, 16 puertos de entrada/salida digitales, dos 
señales de entrada analógicas de resolución 12 bits, dos 
señales de salida analógicas de resolución 12 bits y permite el 
ajuste de la frecuencia de muestreo en el modo normal, en 500 
Hz o en el modo rápido, en 4000 Hz. El modelo lineal de la 
AFR [38] es: 

 

⎩
⎨

⎧
𝑥ሶଵሺ𝑡ሻ ൌ 𝑥ଷሺ𝑡ሻ,
𝑥ሶଶሺ𝑡ሻ ൌ 𝑥ସሺ𝑡ሻ,

𝑥ሶଷሺ𝑡ሻ ൌ 𝑎𝑥ଶሺ𝑡ሻ ൅ 𝑏𝑥ଷሺ𝑡ሻ ൅ 𝑐𝑢ሺ𝑡ሻ,
𝑥ሶସሺ𝑡ሻ ൌ 𝑑𝑥ଶሺ𝑡ሻ ൅ 𝑒𝑥ଷሺ𝑡ሻ െ 𝑐𝑢ሺ𝑡ሻ,

                            

𝑦ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑥ଵሺ𝑡ሻ ൅ 𝑥ଶሺ𝑡ሻ. 

 

(24) 

 
 
 

 

La señal 𝑢ሺ𝑡ሻ es el voltaje de entrada 𝑉௜௡, el vector de 
estado es 𝒙 ൌ ሾ𝜃 𝛼 𝜃ሶ 𝛼ሶ ሿ், 𝑦ሺ𝑡ሻ es la salida y 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 y e 
son dadas a través de: 

 

𝑎 ൌ
𝑘௦௧௜௙௙

𝐽௘௤
, 𝑏 ൌ

െ ቆ𝐵௘௤ ൅
𝜂𝑘௠

ଶ 𝑘௚
ଶ

𝑅௔
ቇ

𝐽௘௤
, 𝑐 ൌ

𝜂𝑘௠𝑘௚

𝑅௔𝐽௘௤
, 

 

(25) 

TEPPA AND VÁSQUEZ: DESIRED TRAJECTORY FOLLOWING BY FEEDFORWARD ANTICIPATION 1421



                                           
 

𝑑 ൌ െ
𝑘௦௧௜௙௙൫𝐽௔௥௠ ൅ 𝐽௘௤൯

𝐽௔௥௠𝐽௘௤
, 𝑒 ൌ െ𝑏. 

 

Usando los valores numéricos de la Tabla III es posible 
expresar el modelo en variables de estado (24) y (25) a través 
de la función de transferencia entre la señal de control 𝑢ሺ𝑡ሻ, 
caracterizada por el voltaje de control 𝑉௜௡, y la salida 𝑦ሺ𝑡ሻ, 
dada por el ángulo medido 𝛽 ൌ 𝛼 ൅ 𝜃, cuya ecuación es  

 

𝑌ሺ𝑠ሻ
𝑈ሺ𝑠ሻ

ൌ
1.667𝑠 ൅ 2.683𝑥10ସ

𝑠ସ ൅ 52.93𝑠ଷ ൅ 1041𝑠ଶ ൅ 1.443𝑥10ସ𝑠
,  

(26) 

 
TABLA III 

PARÁMETROS Y VALORES NUMÉRICOS DE LA AFR 
SÍMBOLO DESCRIPCIÓN  VALOR 

𝑅௔ Resistencia de armadura 2.6  
𝑘௠ Fuerza contra electromotriz 0.00767 𝑉. 𝑟𝑎𝑑 𝑆⁄

𝐽௔௥௠ Inercia total de armadura 0.0059 𝐾𝑔𝑚ଶ

𝐽௘௤ Inercia equivalente 0.0021 𝐾𝑔𝑚ଶ 
𝑘௚ Radio de engranaje 70 

𝑘௦௧௜௙௙ Rigidez de la articulación 1.61 𝑁 𝑚⁄  
𝐵௘௤ Amortiguación viscosa 

equivalente 
0.004 𝑁. 𝑚. 𝑆 𝑟𝑎𝑑⁄  

𝜂 Eficiencia motor 0.7395 

 
O equivalentemente, en el dominio del tiempo, mediante la 

ecuación diferencial ordinaria 
 

𝑦ሺସሻሺ𝑡ሻ ൅ 52.93𝑦ሺଷሻሺ𝑡ሻ ൅ 1041𝑦ሷሺ𝑡ሻ ൅
1.443𝑥10ସ𝑦ሶሶ ሺ𝑡ሻ ൌ 1.667𝑢ሶ ሺ𝑡ሻ ൅ 2.683𝑥10ସ𝑢ሺ𝑡ሻ. 

(27) 

 

Se selecciona  𝑃𝑂 ൌ 5 % y 𝑇௦ ൌ 0.25 s para la dinámica 
del error de seguimiento. El criterio GPD se impone fijando 
𝜆 ൌ 5 en la regla (8) lo que resulta que (7) tenga la forma 

 

ሾ𝑠 ൅ 5ሺ0.69ሻሺ23.18ሻሿሾ𝑠ଶ ൅ 2ሺ0.69ሻሺ23.19ሻ
൅ 23.19ଶሿ 

(28) 

 

Usando el procedimiento de la Tabla I se obtiene la señal de 
control auxiliar 

 

𝑣 ൌ 3.73𝑥10ିହ𝑟ሺସሻ ൅ 0.0072𝑟ሺଷሻሺ𝑡ሻ ൅ 0.22𝑟ሺଶሻ ൅
3.51𝑟ሺଵሻ ൅ 5.13𝑟 െ 0.0052𝑦ሺଷሻ െ 0.18𝑦ሺଶሻ െ
2.97𝑦ሺଵሻ െ 5.13𝑦. 

(29) 

 

La señal de control real está restringida conforme a 
|𝑢ሺ𝑡ሻ| ൑ 3 y se obtiene a partir de 𝑣ሺ𝑡ሻ usando (16). La señal 
de referencia se escoge como 

 

𝑟ሺ𝑡ሻ ൌ ൞

𝑡, 0 ൑ 𝑡 ൏ 6,
3𝑡 െ 6, 6 ൑ 𝑡 ൏ 12,

24, 12 ൑ 𝑡 ൏ 20,
െ3𝑡 ൅ 84, 20 ൑ 𝑡 ൏ 30.

 

(30) 

 

Para esta selección, la única derivada temporal no nula de 
𝑟ሺ𝑡ሻ es la primera. Ambas señales se muestran en la Fig. 10. 

 
Fig. 10. Señal de referencia y su primera derivada temporal. 

 
Por otra parte, la Fig. 11 ilustra la señal de salida 

controlada, apreciándose su total coincidencia con la señal de 
referencia deseada. Situación que se ratifica en la Fig. 12, a 
través de la gráfica del error de seguimiento 𝑒ሺ𝑡ሻ. La Fig. 13 
muestra la señal de control dentro de los límites establecidos y 
finalmente, la Fig. 14 ilustra la situación donde se desconecta 
la componente de anticipación de la ley de control y se 
considera la actuación exclusiva de la componente de 
realimentación. Este resultado es fundamental, pues confirma 
la efectividad del método propuesto. 

 

 
Fig. 11. Señales de salida y de referencia. 
 

 
Fig. 12. Señal de error de seguimiento. 

VII. CONCLUSIÓN 

Se ha desarrollado un método que permite el seguimiento de 
señales de referencia cuando se conocen las derivadas 
temporales de la misma. El método se sustenta en ideas muy 
simples pero fundamentales de la teoría de control, por lo que 
se espera resulte sencillo de diseñar y de implementar a nivel 
industrial. La acción anticipativa de control a través del uso de 
derivadas temporales de la señal de referencia proporciona 
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mejoras dramáticas en el comportamiento del sistema que son 
imposibles de lograr utilizando solamente la compensación 
por realimentación. Un ejemplo numérico, el control de la 
dirección de un barco y una aplicación, el control de la 
posición de una articulación flexible, evidencian la efectividad 
del método propuesto. Ahora bien, la técnica solo funciona en 
las aplicaciones donde se conoce de antemano la señal de 
referencia y el modelo matemático del sistema no tiene un 
orden elevado, y de esta forma no incrementar el número de 
derivadas requeridas de la señal de referencia, lo que haría 
más susceptible al sistema a la presencia de ruido. Debe 
estudiarse aún la implementación en tiempo real del algoritmo 
diseñado.  
 
 

 
Fig. 13. Señal de control. 
 

 
Fig. 14. Seguimiento sin anticipación (Empleo exclusivo de realimentación). 
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