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A Branch-and-cut Algorithm for the
Multi-depot Inventory-routing Problem with Split
Deliveries

Cleder M. Schenekemberg, Cassius T. Scarpin, José E. Pécora Jr., Thiago A. Guimaraes

Abstract—In this paper, we model and solve a multi-depot
inventory-routing problem with split-deliveries (MDIRPSD). The
problem emerges under the vendor-managed inventory para-
digm when deliveries are made from multiple depots, and the
customers can be served several times in the same period.
The MDIRPSD integrates supply and distribution decisions and
has recently been proposed in the literature. We present a
new mathematical formulation, taking into account inventory
holding costs, and we also introduce a new inventory policy.
We have designed and implemented a new branch-and-cut that
overcome a similar approach from the literature. Finally, we
report comparative results between the two inventory policies
considered.

Index Terms—Vendor-managed inventory, multi-depot, split
deliveries, branch-and-cut.

I. INTRODUCAO

as ultimas décadas, a escalada competitiva global e a
N consequente reducdo da margem de lucro vem ensejando
maior coordenagdo de processos e atores no ambito da cadeia
de suprimentos. Ao mesmo tempo, o advento da inddstria 4.0 e
a disponibilizacdo de dados em tempo real, possibilitam uma
agenda cada vez mais colaborativa nas atividades logisticas,
com especial énfase no elo fornecedor-cliente. Neste sentido,
paradigmas que requerem a troca de informagdes e que es-
barravam nos obstdculos tecnolégicos de anos atrds, assumem
um protagonismo cada vez mais transversal. Nao apenas pela
reducd@o nos custos dos sistemas de troca eletronica de dados,
mas também na minimizac¢do de erros e incertezas que esses
sistemas possibilitam, em comparacdo com técnicas indiretas
de quantificacdo das demandas.

Sistemas Vendor Managed Inventory (VMI) ou estoque
gerenciado pelo fornecedor, configuram uma prética gerencial
colaborativa com diversos relatos de sucesso em diferentes
segmentos industriais (ver [1]). Sob um sistema VMI, o forne-
cedor controla o estoque do cliente, decidindo quando atendé-
lo e quanto entregar por ocasido de um servico. A dinamica
dos estoques € diretamente dependente da demanda do cliente,
que pode ser estimada por métodos de previsdo, ou observada
de forma precisa, através dos supracitados sistemas de troca
eletrdnica de dados. Segundo [2], a pratica VMI é mutuamente
benéfica, pois os clientes ndo precisam dispender recursos para
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controlar seus estoques e emitir pedidos de ressuprimento,
enquanto os fornecedores ganham pela maior coordenacio
das atividades logisticas, particularmente na composicdo dos
roteiros de entrega.

Pelo angulo operacional, a implementacdo de um sistema
VMI implica na resolu¢do de um problema de otimizagdo
combinatorial complexo, da classe N'P—dificil, denominado
Inventory-Routing Problem (IRP) ou Problema de Roteirizacao
e Estoques. O IRP integra, em um mesmo arcabouco, o
problema de gerenciamento de estoques e o problema de
roteamento de veiculos com multiplos periodos [3]. Nesta
abordagem conjunta, compete ao fornecedor decidir: quando
servir um cliente, quanto entregar a cada visita realizada e
como definir as rotas de entrega. Tais decisdes devem garantir
que o cliente tenha sua demanda plenamente atendida, sejam
pelos estoques mantidos e/ou pelas quantidades recebidas.

Embora a literatura sobre o IRP reporte diversas variantes,
a estrutura da cadeia de suprimentos predominante € bastante
simplificada, envolvendo apenas um fornecedor, que opera a
partir de um tdnico depdsito. Adicionalmente, proibe-se que
os clientes sejam atendidos com entregas fracionadas, ou
seja, o fornecedor programa no maximo um atendimento em
um periodo para cada cliente [4]. Todavia, em um contexto
mais realistico, os clientes estdo dispersos em uma ampla
drea urbana e com elevada densidade de trifego. Ademais,
o fornecedor geralmente dispde de uma rede de depodsitos
e uma frota de veiculos, o que eleva consideravelmente o
nimero de possibilidades de atendimento. Por esses aspectos,
o fracionamento das entregas se adere ao melhor uso dos
recursos fisicos do fornecedor (frota de veiculos e mudltiplos
depdsitos), a0 mesmo tempo em que gerencia com mais
eficiéncia as questdes de trafego e de logistica urbana. Quando
um cliente precisa de um reabastecimento em uma 4rea de alto
trafego, o principal objetivo do fornecedor é atender, ainda que
parcialmente, a solicitacdo, usando veiculos que visitam o cli-
ente de diferentes depdsitos [5]. Essas caracteristicas definem
um /RP com multiplos depésitos e entregas fracionadas, a qual
denominamos de multi-depot inventory-routing problem with
split-deliveries (MDIRPSD), e que recentemente foi proposta
por [5]. Neste estudo, os autores introduzem o MDIRPSD
e desenvolvem um algoritmo exato do tipo branch-and-cut,
além de uma heuristica baseada em programagdo matematica
para resolver instancias de maior porte. Contudo, o problema
abordado ndo contempla o custo de estoque nos clientes,
pratica muito comum no ambito do IRP, (ver [6], [7], [8],

[9D.
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Tradicionalmente, o fornecedor é livre para escolher a
quantidade entregue a cada cliente, limitando-se apenas a
capacidade de estocagem e de carregamento do veiculo. Essa
estratégia define a politica de estoque do tipo maximum level
(ML). Alternativamente, a politica order-up-to level (OU)
exige que, por ocasido de um atendimento, a quantidade
entregue ao cliente complete sua respectiva capacidade de
estoque, o que tende a reduzir o ndmero de visitas ao longo
do horizonte de planejamento. A politica OU foi proposta
por [10] para o IRP classico e é frequentemente abordada
por estudos na drea [4]. No ambito do /RP com multiplos
depésitos, esta politica foi introduzida por [9], e no melhor de
nosso conhecimento, a literatura ndo reporta trabalhos que a
consideram na variante com entregas fracionadas.

Neste artigo, ampliamos o escopo do MDIRPSD e reformu-
lamos o problema a fim de incorporar o custo de estoque no
processo de otimizagdo. Além disso, introduzimos a politica de
estoque order-up to level no contexto do MDIRPSD. Por fim,
propomos um novo algoritmo branch-and-cut (B&C), desen-
volvido a partir da nova formulagdo matematica, e resolvemos
o MDIRPSD de forma exata, considerando as politicas de
estoque ML e OU. Para a versdo simplificada do MDIRPSD,
com politica ML e sem custo de estoque, conduzimos uma
andlise comparativa entre o B&C proposto com algoritmo
exato apresentado por [5]. J4 para a extensdo do MDIRPSD
com custos de estoque, comparamos também as politicas ML
e OU com relac@o ao custo logistico total.

O restante do artigo estd estruturado como segue. Na Secdo
Il definimos o MDIRPSD com custos de estoque e apre-
sentamos uma formulacdo para a politica OU com entregas
fracionadas. Na Secdo III apresentamos o algoritmo branch-
and-cut proposto, enquanto a Secdo IV reporta os resultados
dos experimentos computacionais realizados. A Secdo V tece
as conclusdes do trabalho.

II. DEFINICAO DO PROBLEMA E MODELAGEM
MATEMATICA

Definimos 0 MDIRPSD sobre um grafo G = (V,€) onde
o conjunto de vértices V), representa a unido do conjunto de
plantas (ou depdsitos) P e clientes C, enquanto o conjunto &
define as arestas do grafo. Um custo simétrico e ndo-negativo
de transporte ¢y, = ¢,y estd associado a cada aresta (u,v) €
&, onde &€ = {(u,v) :u,v € VAu,v®P;u<v}, ou seja,
nao hd arcos entre as plantas, representado pelo operador “ou-
exclusivo (®)”.

O conjunto 7 = {1, ...,p} define um horizonte de plane-
jamento com p periodos. Uma frota homogénea e limitada
de veiculos € definida pelo conjunto /. Cada veiculo k € K
possui a mesma capacidade (), e pode ser designado para uma
tinica planta j € P em cada periodo ¢ € 7. Assume-se que a
capacidade de producdo e estoque em cada planta j € ilimitada.

Cada cliente [ € C tem uma demanda deterministica nio
nula em cada perfodo, dado por df, onde dY = 0. A capacidade
maxima de estoque é U, sendo constante ao longo de 7.
Cada cliente [ incorre em um custo de estoque h; por unidade
estocada por periodo. O nivel de estoque ao final de cada
periodo ¢t € TU{p + 1} é dado por I} e este ndo pode ser ne-
gativo. Dessa maneira, efeitos das decisdes tomadas no tltimo

periodo p, e seu respectivo impacto no periodo imediatamente
seguinte sdo considerados na formulaggo, (p + 1). No inicio
do horizonte de planejamento, o cliente pode ter uma certa
disponibilidade de estoque, conhecida a priori, definida por
1.

Dois tipos de entregas fracionadas sdo permitidas a um
cliente [ no mesmo periodo ¢: quando dois ou mais veiculos de
uma mesma planta j atendem ao referido cliente, ou quando
este € servido por dois ou mais veiculos de plantas distintas.
No entanto, toda rota deve iniciar e terminar na mesma planta
de origem.

O objetivo do MDIRPSD ¢é minimizar o custo logistico
total, dado pela soma dos custos de estoque e de transporte,
determinando:

« quando visitar, quanto entregar e a partir de quais plantas
cada cliente deve ser atendido;

¢ quantos veiculos utilizar em cada planta em cada periodo;

e como combinar as entregas dos clientes nas rotas dos
veiculos;

Com relagdo as varidveis de decisdo, cada planta j deve
determinar a quantidade qff entregue ao cliente /, com o
veiculo £ no periodo t. Pelo timing das atividades considerado
em [5], destacamos que a quantidade entregue ao cliente em
t sé podera ser utilizada em t 4+ 1. De forma equivalente, as
entregas sdo realizadas apds a ocorréncia da demanda, o que,
em um contexto pratico, acontece apds o cliente encerrar as
atividades no perfodo t. As varidveis restantes sao definidas a
seguir.

. Yﬁt = 1 se o veiculo k£ da planta j visita o vértice [ no

periodo ¢, onde [ € V, 0 caso contrério;
kit = 1 se o vefculo k da planta j viaja do cliente u ao
cliente v no periodo ¢, 0 caso contrario.

. yfgt € {0,1,2} assume o valor 1 se o veiculo k da
planta j v1aja da referida planta ao cliente ! no periodo t.
Quando y]v = 2, uma entrega direta é definida, O caso
contrdrio.

Utilizamos a varidvel Y]’jt = 1 para controlar a saida do
veiculo k£ da planta j no periodo t. Finalmente, o MDIRPSD
€ formulado por (1)—(14).

min E

teTu{p+1} leC

SThIf YN ST cwnytlt )

teT jEP keEK (u,v)€EE
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JEP kEK
I'<U leCt=p+1 ©)
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JEP keK
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S > wlt <> v -

leSues les
I<u ©

SCC|S|=22,meS,jeP, ke, teT

Il eRY leC,teTu{p+1} (10)
q;?lte]R+ jePleCkekK,teT (1)
vt e {o0,1} JEPILIEVKEKtET (12)

veC,jeEPkeK,teT
u,velC,jeEP ke, teT

13)
(14)

yiat e {0,1,2}
yilt € {0,1}

A funcgdo objetivo (1) computa os custos totais, dado pela
soma dos custos de estoque e transporte. A fun¢do objetivo
deve ser minimizada. As restricdes (2) garantem a conservacao
de fluxo de estoque, enquanto (3) limitam os niveis de esto-
ques nos clientes. A politica ML considerando o timing das
atividades € formulada pelas restri¢des (4). Ja as restricdes (5)
conectam a quantidade entregue pela planta j ao cliente [ com
o veiculo k, caso o cliente seja visitado pelo referido veiculo da
referida planta. As restri¢cdes (6) impedem que a capacidade de
um veiculo £ seja excedida ao atender um conjunto de clientes,
enquanto (7) garantem que cada veiculo %k seja designado
a uma unica planta j em cada periodo ¢t. As restricdes (8)
e (9) estabelecem a conectividade dos vértices e proibem a
formacdo de sub rotas, respectivamente. Particularmente, as
restricdes (9) impedem a ocorréncia de subciclos, impondo
para cada subconjunto préprio e nao vazio S de C, que o
ndmero total de arestas entre os nds de S percorridas pelo
veiculo k da planta j deve ser no maximo |.S| — 1. O dominio
das varidveis de decisdo é dado pelas restrigoes (10)—(14). As
entregas fracionadas sdo permitidas pela ndo inclusdo de uma
restri¢do de unicidade de atendimento, que pode ser formulada
como Y p e Vi <LleCteT.

Destacamos que o modelo matemadtico (1)—(14) é sufici-
entemente flexivel para representar o problema proposto por
[5]. Para isso, basta definir h; = 0, [ € C. Adicionalmente,
albergamos a quebra de simetria nas varidveis bindrias que
representam as decisdes de rota via entrega direta, a0 modelar
yfgf = {0, 1, 2}, limitando-as a um tnico arco. Tal formulagio
simplifica o modelo proposto por [5], reduzindo a cardinali-
dade das arestas do conjunto &, o que melhora o desempenho
dos métodos exatos na resolucdo de problemas de roteirizacio
[7].

Em nosso melhor conhecimento, a literatura do /RP ndo
reporta nenhuma formulagdo para a politica OU quando as
entregas aos clientes podem ser fracionadas. De maneira a
cobrir essa lacuna, definimos uma variavel binaria adicional
Z}, que assume o valor 1 quando o cliente [ é visitado ao
menos uma vez no periodo ¢, e 0 caso contrdrio. As restri¢cdes
(15)—(17) asseguram a politica OU para o MDIRPSD. A
constante M = |P||K| é um valor suficientemente grande.

SN vkt <Mz lec,teT  (15)
JEP keEK
H+> > i >uz leCciteT  (16)

JEP kEK

z} € {0,1} lec,teT (7

De maneira a fortalecer os limitantes duais, nds apresenta-
mos um conjunto de desigualdades validas, propostas por [11]
e [12], para a variante cldssica do IRP.

vyt <ovft

jEPIECkEK,tET (18)

yt<ykt jePlueCi<ukeKteT  (19)
yt<yk  jePluecCl<ukekteT (0

Yit<Ylt  jePileCkekteT @1

As desigualdades (18) elevam os limitantes inferiores do
modelo, quando um cliente [ é atendido por uma entrega
direta pelo veiculo k designado a planta j no periodo t.
Analogamente, (19) e (20) representam o caso de mudltiplos
clientes servidos em uma mesma rota. J4 as desigualdades (21)
asseguram que o cliente [ poderd ser atendido pelo veiculo &
que parte da planta j no periodo ¢, somente se esse veiculo
for utilizado.

Em (22), apresentamos uma adaptagdo para o MDIRPSD das
restricdes de quebra de simetria, introduzidas por [12] para
o IRP baésico. Tais conjuntos asseguram que um veiculo de
indice k s6 serd utilizado por uma planta j, quando o veiculo
de indice £ — 1 ja estiver em uso por alguma planta.

IO

JEP JjEP

teT,keK,k>1 (22)

Por fim, consideramos em (23) as desigualdades propostas
por [9]. O lado direito calcula a razdo entre necessidade
minima de entrega do cliente no intervalo [t1, t2], pelo menor
valor entre as capacidades do veiculo e de estocagem do
cliente. O teto dessa divisdo indica o menor nimero de
entregas necessdrias para atender & demanda acumulada no
referido intervalo.

to Zt2 dthl
yht > | &= L U p ety ity € Tt >t
IPIPILTIEIEE L e T

JEP kEK t=t
(23)

III. ALGORITMO BRANCH-AND-CUT

Por conta da sua complexidade combinatorial, o niimero
de subconjuntos necessdrios para gerar todas as restri¢cdes
de eliminac¢do de subrotas (RES) em (9) é demasiadamente
grande, fazendo com que o processo enumerativo pleno
seja impraticavel. Para superar essa limitacdo, tais restrigdes
podem ser geradas e adicionadas no decorrer do processo
de otimiza¢d@o. No6s delineamos uma abordagem exata para
resolver o modelo apresentado na Secdo II, onde as RES sdo
dinamicamente adicionadas a arvore de busca, sempre que sub
rotas forem identificadas na solugdo corrente. Esta técnica é
conhecida como branch-and-cut (B&C), e combina a classica
metodologia branch-and-bound (B&B) com algoritmos de
planos de corte.
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Sempre que existirem varidveis de dominio inteiro com
valores fraciondrios na solu¢do corrente, uma ramificacio
deve ser imposta. Apds uma criteriosa selecdo, a varidvel
fraciondria escolhida = = a, limita-se 2 > [a] ou = < |a].
Para o MDIRPSD, priorizamos a ramificagdo das varidveis de
saida de um veiculo da planta Yﬁt, seguido das varidveis de
atendimento de cliente Y]’f e por dltimo, as varidveis de rota

A

No inicio do processo de busca, todas as restri¢des, exceto
o conjunto (9), e todas as desigualdades vdlidas sdo geradas
e adicionadas ao né raiz da arvore do B&B. A cada né
resolvido pelo método B&B, um algoritmo de rastreio por RES
violadas € entdo aplicado. Para essa finalidade nés utilizamos
o pacote CVRPSEP, desenvolvido por [13] para o capacitated
vehicle routing problem (CVRP) ou problema de roteamento
de veiculos capacitados. Uma vez que o MDIRPSD generaliza
o CVRP, o CVRPSEP atua sobre a estrutura de roteirizacio
do problema. A cada né resolvido na arvore B&B, fornecemos
ao CVRPSEP as varidveis de roteirizagdo associadas a cada
veiculo, de cada planta e em cada periodo. O pacote identifica
as RES violadas, e adiciona, em tempo de processamento,
um conjunto de cortes de capacidade. Neste ponto, um novo
subproblema ¢é gerado pela ramificacdo de uma nova varidvel
fraciondria, e o problema original é entdo reotimizado a partir
de um novo né da arvore B&B. O processo ¢ finalizado
ap6s um limite de tempo estabelecido ou apds o término da
exploracdo dos nés gerados pela drvore.

Cabe destacar que utilizamos o framework do B&C ja dispo-
nivel no solver Gurobi, que gerencia toda a estrutura da arvore
de busca. Baseado na topologia conhecida do MDIRPSD, a
ramificacdo de varidveis € feita pelo pardmetro BranchPriority
do solver. Durante o processo de busca, verificamos se a
solucdo corrente de cada n6 otimizado € fraciondria ou inteira.
No primeiro caso, o CVRPSEP identifica as RES violadas e
insere um corte vdlido ao modelo. Caso a solucdo seja inteira,
as RES violadas sdo adicionadas como lazy constraints pelo
framework do Gurobi.

Pela complexidade das RES, o algoritmo B&C muitas vezes
nao € capaz de encontrar solugdes incumbentes, especialmente
para problemas de médio e grande porte. Para contornar essa
limitagcdo, propomos uma estratégia para a obten¢do de uma
solucdo inicial factivel, partindo de uma reformulagdo do
modelo da Secdo II. Para tanto, desconsideramos as varidveis
de rota y*Jt. A nova funcio objetivo, dada pela equacio (24),
considera o custo de entrega direta, caso o cliente seja servido
pelo veiculo &, da planta j no periodo t.

PP IUTEDIIID B IEN 1)

teTu{p+1}leC jEPleC keKteT

min 24)

A equacgdo (24) estd sujeita as restri¢des (2)—(7) e também
(10)—(12), resultando em um modelo de fluxo com entregas
diretas. A politica OU é igualmente contemplada adicionando
as restri¢cdes (15)—(17) a este modelo de fluxo.

Para gerar as rotas iniciais e completar a solu¢do incumbente
do MDIRPSD, resolvemos os problemas de caixeiro viajante,
ou traveling salesman problem (TSPs), para as triplas (j, k, t)
associadas as varidveis Yj"jt = 1 pelo método proposto por

[14]. A solugdo inicial obtida é entdo inserida no né raiz
do B&C proposto. Um esquema para o algoritmo B&C €
apresentado pelo Algoritmo 1.

Algorithm 1 Pseudo c6digo para o algoritmo B&C

1: Obter uma solugdo inicial e adicionar ao né raiz da arvore
de busca.
2: No n6 raiz da arvore de busca, gerar (2)—(8), (10)—(14) e
todas as desigualdades validas (18)—(23).
: se Politica de Estoque for OU entao
Adicionar as restri¢des (15)—(17)

fim se
: Solugd@o do Subproblema: resolver o problema de progra-

magcdo linear (PL) associado ao né.

7: Critério de Parada:

8: se Nao existirem mais nds para serem avaliados entio

9:  Pare.
10: senao
11:  Selecione um novo né da arvore B&B.
12: fim se
13: enquanto A solucdo do PL conter sub rotas faca
14:  Adicione as RES associadas.
15:  Solug@o do Subproblema: resolver o PL associado ao

no.
16: fim enquanto
17: se A solugcdo do PL ¢ inteira entao
18:  Ir para o Critério de Parada.
19: senao
20:  Ramificag@o: Escolher e ramificar uma varidvel fracio-
ndria.

21:  Ir para o Critério de Parada.
22: fim se

O B&C proposto nesse estudo destaca-se em relagdo ao

método exato introduzido por [5] pelos seguintes elementos:

¢ No6s desenvolvemos um método de solugdo inicial, supe-

rando a limitac@o caracteristica de esquemas B&C, como

em [5], que muitas vezes sdo incapazes de prover ao

menos uma solugdo vidvel em problemas de médio e
grande porte.

o Nossa formulacdo (ver Se¢do II) € mais compacta, ao
considerar varidveis para entregas diretas (yfgt) e de
controle de saida dos veiculos (}/j’zt).

o Utilizamos o pacote CVRPSEP para separacdo e trata-
mento das RES, tanto para solu¢do para varidveis inteiras
com valores fraciondrios quanto para solucdes inteiras. J4
[5] emprega um procedimento heuristico para tal.

o Por fim, nosso B&C ¢ flexivel o bastante para resolver a
politica OU, desconsiderada no trabalho de [5].

IV. EXPERIMENTOS COMPUTACIONAIS

Os testes computacionais foram realizados em processado-
res Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2630 v2, 2.60GHz, com 16 GB
de memoria RAM e sistema operacional Fedora Linux. O algo-
ritmo B&C, descrito na Se¢do III, foi implementado em C++
e os modelos de programacao linear inteira foram resolvidos
com o solver Gurobi 8.1.0, processando simultaneamente em
até seis threads. Cabe destacar que nds modificamos as estru-
turas de dados e as principais funcdes do pacote CVRPSEP,
dado que o pacote ndo € thread safe, a fim de garantir que
os resultados ndo sejam comprometidos durante a otimizacao.
O algoritmo B&C de [5], foi implementado C++, e otimizado
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com o solver CPLEX 12.6.1. Os testes foram realizados pelos
autores em um processador Intel Core 17-6500U CPU 2.50GHz
com 8 GB de RAM e sistema operacional Scientific Linux
6.6 por até 21700 segundos, mesmo tempo utilizado para o
nosso B&C nas Tabelas I e II. Para os testes comparativos
entre as politicas de estoque, optamos pela parametrizacio
mais frequente na literatura, e o B&C foi executado por até
7200 segundos para cada instancia.

Nosso B&C foi testado sobre um conjunto de 100 instincias,
separadas em classes de 3 e 6 periodos. Os problemas foram
adaptados para a variante com multiplos depdsitos por [5],
a partir das instdncias do IRP cldssico, propostas por [11].
As instincias estdo agrupadas em 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35,
40, 45 e 50 clientes, com cinco instancias por grupo. Todas
elas possuem frota com 3 veiculos e o niimero de plantas
depende do nimero de clientes. Pela quantidade de instancias
testadas, optamos por reportar os resultados consolidados na
média de cada grupo. Os resultados detalhados neste artigo
estdo disponiveis sob requisi¢ao.

A Tabela I reporta os resultados médios por grupo para a
classe com 3 periodos (|7 = 3). As duas primeiras colunas a
esquerda informam a quantidade de clientes no grupo e o nu-
mero de plantas. Da esquerda para a direita, tem-se 0 nimero
de solugdes 6timas encontradas, a média dos upper bounds
(UB) e a média dos tempos de processamento. Salientamos
que [5] ndo apresentam os lower bounds das instancias, e
atesta-se otimalidade quando o tempo de processamento é in-
ferior ao limite de 21000 segundos. Sequencialmente apresen-
tamos as estatisticas médias do nosso B&(C), iniciando pelo nu-
mero de solugdes 6timas encontradas, média dos upper bounds
(UB), média dos lower bounds (LB), média percentual dos
gaps (GAP(%)), sendo que, para cada instdncia, GAP =
(U%#), e a média dos tempos de processamento. As duas
ultimas colunas trazem as andlises comparativas médias entre

os algoritmos, onde, para cada instincia, o gap entre os upper

bounds foi calculado como GAP = UB""SE;UtBI’“.T Lozl

e o gap entre os tempos de processamento foi obtido por
GAPT(S) = T(S)WOSSO*T(S)bertn,zzi

T(s)vertazzi
colunas A(%) séo faV(()r)éveis a0 nosso algoritmo.

Os resultados mostram que o B&C proposto foi capaz de
provar a otimalidade em 19 das 20 instancias até 20 clientes,
sendo que o algoritmo B&C de [5] provam a otimalidade
apenas para instdncias com 5 clientes. De forma geral, nosso
método encontrou 28 solugdes 6timas contra 10 do método
de [5]. Além disso, nosso B&C foi capaz de obter solucdes
Otimas para duas instncias com 45 clientes, o que endossa a
eficiéncia da formula¢do matemadtica proposta. Analisando o
desempenho comparativo geral, nosso B&C reduziu a média
dos upper bounds em 16%, demandando pouco mais da
metade do tempo de processamento.

A classe de 50 instincias com 6 periodos apresenta seus
resultados na Tabela II, que obedece a mesma sequencia
anterior. Pela dificuldade inerente ao problema, foi possivel
encontrar solugdes 6timas em apenas 5 instancias, 4 delas para
o grupo com 5 clientes, enquanto instdncias com 50 clientes
apresentam média dos gaps superior a 30%. Esse padrio,
todavia, é esperado para métodos exatos em problemas dessa

). Valores negativos nas

natureza [4]. Ainda assim, nosso método foi superior para
todos os grupos de instincias, exceto aquelas com 40, 45 e
50 clientes. Isso pode ser explicado pelo fato do nosso B&C
partir de uma solucdo inicial e da estratégia de ramificacio
empregada, o que acaba reorientando o processo de busca na
4rvore B&B. Ainda assim, nosso método reduziu em até 20%
os upper bounds para a classe com 20 clientes, e 7,7% na
média geral.

O segundo grupo de andlise compara a classe de instancias
com 3 periodos entre as politicas de estoque ML e OU, sem
considerar os custos de manutengdo, ou seja, by = 0, [ € C.
Da esquerda para a direita, a Tabela III reporta, para cada
politica, o nimero de solugdes 6timas encontradas, média
dos upper bounds (UB), média dos lower bounds (LB),
média percentual dos gaps (GAP(%)) e média dos tempos
de processamento. O cdlculo dos gaps de cada instincia é
idéntico as Tabelas I e II. As dltimas colunas comparam a
média dos UB’s entre as politicas, sendo que o gap € calcu-
lado como AUB = W%B;gfm. Os gaps dos tempos de
processamento individuais sdo obtidos de forma equivalente.
Para a classe com 3 periodos, o algoritmo B&C encontrou
22 solugdes 6timas na politica ML e 17 na OU. Destacamos
que os testes foram executados por até 7200 segundos, o que
reduziu o nimero de 6timos encontrados pela politica ML em
relacdo a Tabela I. J4 pelo aspecto do custo total, a politica
OU é em média 10, 6% mais custosa, mesmo sem considerar o
custo de estocagem. Esse padrdo de resposta € condizente com
a formulacdo do problema, pois, em ultimo caso, a politica ML
recai na OU. Considerando apenas as solu¢des 6timas nas duas
politicas, o custo total da politica OU é maior em 5,7% para
|T|=3e 3,7% para |T| = 6, em relagdo a politica ML.

Por fim, apontamos que os resultados para a politica ML
das Tabelas IIl e IV sdo equivalentes as Tabelas I e II,
diferindo pelo tempo de processamento do nosso algoritmo
B&C. Mesmo com 7200 segundos, nosso método foi capaz
de provar a otimalidade para 22 instincias com |T| = 3,
contra 10 de [5]. J4 para |T| = 6 provamos 2 Gtimos
adicionais que os referidos autores. H4 melhorias também
na qualidade das solucdes encontradas. Evidenciamos dessa
maneira a superioridade do nosso algoritmo, mesmo diante
das diferencas computacionais de hardware e software com o
método de [5].

Também para os testes sem considerar os custos de estoca-
gem, a complexidade do problema fica evidente na classe de
instancias com 6 periodos, conforme apresentado na Tabela I'V.
Para o menor grupo, com 5 clientes, o algoritmo B&C' provou
a otimalidade para todas as instancias na politica OU, contra
apenas 2 instancias na politica ML. Para os grupos com mais
clientes, o menor ndmero de visitas da OU ndo € suficiente
para viabilizar a otimizac¢do, e o tempo médximo de proces-
samento foi atingido em praticamente todas as instancias a
partir do grupo com 10 clientes. Pelo fato das instancias com
maior nimero de clientes estarem mais distantes da prova de
otimalidade, a comparagdo entre a politica ML e OU deixa de
ser acurada.

Comparamos também as duas politicas para a formulacdo
apresentada na Secdo II, considerando os custos de estocagem
nos clientes. A Tabela V reporta a mesma estrutura da tabela
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TABELA I
COMPARAGCAO COM BERTAZZI [5] PARA |T'| = 3 PERIODOS
|71 =38 Bertazzi [5] B&C Proposto Comparagio
lc| |P| opr UB T(s) oOPT UB LB GAP%) T(s) A(%)UB A(%)T(s)
5 2 5 1428.0 496.5 5 1428.0  1428.0 0.0 1.0 0.0 -99.4
10 2 3 21379  9596.6 5 21243 21243 0.0 143.0 -0.6 -99.1
15 2 2 3098.8  18531.5 4 28439  2843.7 0.0 4339.0 -7.8 -80.0
20 3 0 3979.5  21700.0 5 35729 35729 0.0 4469.0 -10.0 -79.4
25 4 0 4967.8  21700.0 2 3817.8  3594.1 5.8 16223.0 -22.0 =252
30 4 0 4971.0  21700.0 3 3680.2  3567.9 2.8 13435.0 -26.2 -38.1
35 5 0 6362.4  21700.0 2 472377  4393.1 6.4 14901.0 -26.0 -31.3
40 5 0 6316.4  21700.0 0 46233 39577 13.8 21700.0 -27.6 0.0
45 6 0 6514.3  21700.0 2 5319.6 47235 9.5 20735.0 -18.8 -4.4
50 6 0 7435.0  21700.0 0 5581.1 4773.2 12.9 21700.0 -25.0 0.0
Média 47211 180525 3771.5 34978 5.1 11764.6 -16.4 -45.7
TABELA II
COMPARACAO COM BERTAZZI [5] PARA |T'| = 6 PERIODOS
|T|=6 Bertazzi [5] B&C Proposto Comparacio
lc| |Pl opr UB T(s) OPT UB LB GAP(%) T(s) A(%)UB A(%)T(s)
5 2 1 34242 19097.0 4 3416.0 3367.3 L5 8555.0 -0.2 -60.6
10 2 0 5429.6  21700.0 0 4827.2 4186.7 13.1 21700.0 -11.2 0.0
15 2 0 9451.2 21700.0 1 8199.4 7566.4 7.6 18233.0 -13.2 -16.0
20 3 0 11569.3  21700.0 0 8716.6 7373.9 14.0 21700.0 -23.6 0.0
25 4 0 10569.0  21700.0 0 8663.6 787172 8.5 21700.0 -18.0 0.0
30 4 0 11780.3  21700.0 0 10319.1  8734.7 13.8 21700.0 -12.8 0.0
35 5 0 12523.3  21700.0 0 11357.0 98445 12.6 21700.0 9.2 0.0
40 5 0 12585.0  21700.0 0 13385.8  10279.8 232 21700.0 6.4 0.0
45 6 0 11932.1  21700.0 0 12470.6  9064.5 26.9 21700.0 42 0.0
50 6 0 13853.4  21700.0 0 13920.1 9288.6 332 21700.0 0.6 0.0
Média 10311.7  21439.7 9527.5 7758.4 15.4 20038.8 -1.7 -1.7
TABELA III
COMPARACAO ENTRE AS POLITICAS ML E OU SEM CUSTO DE ESTOQUE E |7 | = 3 PERIODOS
|7 =3 ML ou (OU — ML)/ML
lc| |P| opr UB LB GAP(%) T(s) OPT UB LB GAP(%) T(s) A(%)UB A(%)T(s)
5 2 5 1428.0  1428.0 0.0 1.0 5 1464.3 14643 0.0 0.4 3.1 -60.0
10 2 5 21243 21243 0.0 143.0 5 22379 22379 0.0 135.0 5.6 -5.6
15 2 4 2843.8  2795.1 1.2 1504.0 5 3055.1  3055.0 0.0 1995.0 7.7 32.6
20 3 4 35729  3523.0 1.6 1966.0 2 3801.3  3705.5 2.7 4430.0 6.6 125.3
25 4 1 3817.8  3487.2 8.7 6030.0 0 4073.1 37564 7.6 7200.0 6.5 194
30 4 1 37129  3496.4 54 6185.0 0 39475 36124 8.6 7200.0 6.7 16.4
35 5 2 47719 43345 8.5 6210.0 0 5821.0 4589.0 19.6 7200.0 214 159
40 5 0 4851.5  3904.0 19.3 7200.0 0 5794.1  4170.5 274 7200.0 22.8 0.0
45 6 0 57177  4596.8 17.8 7200.0 0 6505.4  4760.8 25.3 7200.0 16.2 0.0
50 6 0 6513.3  4642.7 273 7200.0 0 7055.5 4783.9 315 7200.0 8.9 0.0
Média 3936.0 3433.2 9.0 4363.9 43755  3613.6 12.3 4976.0 10.6 14.4

anterior. Com relagdo ao desempenho do algoritmo B&C,
verificamos 17 solugdes Otimas encontradas para a politica
OU e 24 para a politica ML. A média dos gaps no entanto,
ficaram mais distantes entre as politicas. Os custos de estoque
sdo representativos no processo de otimizagdo, notadamente
pela compensacdo de custos entre transporte e estoque, haja
vista a média mais justa dos UBs e LBs, especialmente para

0s grupos com mais clientes.

Ja a andlise comparativa destaca ainda mais a relevancia dos
custos de estocagem. Como a politica OU mantém niveis de
estoque mais elevados, a diferenca é mais dispar. Em valores
médios para o conjunto das 50 instincias da classe, a politica
OU é 17,2% mais custosa que a politica ML. Esse dado é
condizente com os resultados reportados por [11], [15], [9],
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TABELA 1V
COMPARACAO ENTRE AS POLITICAS ML E OU SEM CUSTO DE ESTOQUE E |T'| = 6 PER[ODOS

|T] =6 ML ou (OU — ML)/ML
Ic| |P| opr UB LB GAP(%) T(s) orr UB LB GAP(%) T(s) A(%UB A(%)T(s)
5 2 2 34160 33054 34 4565 5 37046 3704.6 0.0 103 6.7 -80.7
10 2 0 4834.5 4119.1 14.7 7200 0 5129.7 4435.7 13.3 7200 6.1 0.0
15 2 1 8202.6 74902 8.6 6642 0 8723.1  7440.0 14.6 7200 6.4 12.7
20 3 0 8839.4  7329.1 15.4 7200 0 96417 7501.1 20.0 7200 8.4 0.0
25 4 0 92517 7807.6 14.3 7200 0 9432.1 78672 15.4 7200 2.1 0.0
30 4 0 110680 86739 208 7200 0 111814  8629.0 213 7200 0.6 0.0
35 5 0 120044 93228 21.9 7200 0 123356  9359.6 23.6 7200 25 0.0
40 5 0 133859 97934 26.9 7200 0 136181 101716 25.1 7200 15 0.0
45 6 0 12470.6  7987.6 35.7 7200 0 12179.7 8840.6 27.0 7200 -2.2 0.0
50 6 0  13920.1 8115.8 417 7200 0 139451 86454 38.0 7200 0.2 0.0
Média 9739.3 73945 203 6880.7 9989.1  7659.5 19.8 6490.3 3.2 -6.8

que resolvem diferentes variacdes do /RP sob a politica de
estoque OU.

Apresentamos na Tabela VI os resultados equivalentes para
a classe com 6 periodos, com estrutura idéntica a Tabela V. Os
dados ressaltam duas dire¢des. A primeira equipara a dificul-
dade de resolucdo do MDIRPSD entre as politicas, & medida
em que o nimero de varidveis aumenta com a expansdo do
nimero de periodos no horizonte de planejamento. As médias
dos gaps sdo equivalentes para todos os grupos, bem como
quanto ao tempo de processamento. Ademais, ao considerar
custos de estocagem, a discrepancia entre as politicas fica
mais evidente, e ndo se verifica mais casos em que a politica
OU possui resultados médios superiores a ML. Considerando
apenas as solucdes Otimas nas duas politicas, o custo total
da politica OU é maior em 11.1% para |T| = 3 ¢ 16.3%
para |T| = 6, em relagdo a politica ML. Por fim, o efeito
da incorporagéo do custo de estocagem quando |7| = 3 e
|T| = 6, pode ser feito comparando em pares as Tabelas III e
V, além de IV e VI, respectivamente. A mudang¢a na funcio
objetivo (ver Sec¢do II) impacta no desempenho do algoritmo
B&C, melhorando a estratégia de ramificacdo. Os gaps foram
menores quando o custo de estoque sdo considerados, tanto
para a politica ML quanto para a OU. Esse fato decorre da
melhoria nos valores de UB, especialmente nas instincias mai-
ores. Contudo, ha maior dificuldade na prova de otimalidade, o
que € alcancado com mais frequéncia nas instancias de menor
porte, sem a imposi¢cdo do custo de estoque.

V. CONCLUSOES

Neste trabalho abordamos um problema pratico, que emerge
do paradigma do estoque gerenciado pelo fornecedor no am-
bito da logistica urbana, denominado Multi Depot Inventory
Routing Problem with Split Deliveries (MDIRPSD). Assente
ao trabalho de [5], que introduziu o problema na literatura, nés
expandimos a formulag@o e incorporamos os custos de estoca-
gem no cliente. Ademais, adaptamos a politica de estoque OU
para o MDIRPSD e desenvolvemos um novo algoritmo B&C
com um mecanismo de obten¢do de uma solugdo inicial, a
partir de uma nova formulacdo do problema. Os resultados

z

computacionais apontam que nosso algoritmo € superior ao

B&C proposto por [5], sendo capaz de reduzir a média dos
UBs para praticamente todos os grupos de instincias. Ao
mesmo tempo, nosso algoritmo foi capaz de encontrar 18
novas otimalidades para a classe de instancias com 3 periodos
e 4 novas otimalidades para a classe com 6 periodos. A andlise
comparativa entre as politicas ML e OU demonstra que niveis
mais elevados de estoque geram solugdes mais custosas, e
destaca a importancia de se considerar os custos de estoque
no processo decisorio.

Embora em problema complexos como o MDIRPSD, méto-
dos exatos ainda ndo sejam capazes de resolver na otimalidade
instancias de médio e grande porte, nosso algoritmo B&C me-
lhorou os limitantes para as instancias cldssicas do problema.
Dessa maneira, trabalhos futuros que naturalmente tendem aos
desenvolvimento de métodos heuristicos, metaheuristicos ou
hibridos, podem ser melhor avaliados a partir dos limitantes
obtidos neste estudo.
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TABELA V

COMPARACAO ENTRE AS POLITICAS ML E OU COM CUSTO DE ESTOQUE E |T'| = 3 PERIODOS

|T| =3 ML (010) (OU — ML)/ML
lc| || opr UB LB GAP(%) T(s) oOrT UB LB GAP(%) T(s) A(%UB A(%)T(s)
5 2 5 1590.1  1590.1 0.0 1.0 5 17266  1726.6 0.0 0.0 8.6 -100.0
10 2 5 2638.4 26384 0.0 97.0 5 2908.6  2908.6 0.0 43.0 10.5 -55.7
15 2 4 34745  3457.1 0.4 1501.0 5 3899.2  3899.2 0.0 1504.0 12.3 446.7
20 3 4 44733 44525 0.5 1798.0 2 5027.1  4948.6 1.7 4420.0 12.5 145.8
25 4 2 5004.3  4761.5 5.0 5815.0 0 56414  5359.4 49 7200.0 12.6 23.8
30 4 3 51520 5053.1 1.8 4425.0 0 5960.7 56759 49 7200.0 15.8 62.7
35 5 1 63242 5984.0 49 6425.0 0 776277  6705.1 12.9 7200.0 22.6 12.1
40 5 0 65884  5778.0 11.5 7200.0 0 7930.8  6601.8 16.4 7200.0 22.0 0.0
45 6 0 7646.6  6683.4 11.8 7200.0 0 9595.7  7453.8 22.3 7200.0 26.5 0.0
50 6 0 8178.4  6978.3 13.5 7200.0 0 10409.7  7466.7 28.1 7200.0 28.6 0.0
Média 5107.0  4737.6 4.9 4166.2 6086.3  5274.6 9.1 4916.7 17.2 8.9
TABELA VI
COMPARAGAO ENTRE AS POLITICAS ML E OU COM CUSTO DE ESTOQUE E |T'| = 6 PERIODOS
T =6 ML (0)0] (OU — ML)/ML
lc| |Pl oper UB LB GAP(%) T(s) OPT UB LB GAP(%) T(s) A(%UB A(%)T(s)
5 2 3 3786.4 3718.9 1.9 3424.0 5 4284.6 4284.6 0.0 55.0 11.9 -77.8
10 2 0 5638.1 4928.3 12.5 7200.0 0 6206.6 5572.8 10.1 7200.0 10.1 0.0
15 2 1 9382.7 8658.4 7.6 6180.0 0 10303.7 9096.1 11.7 7200.0 9.8 48.5
20 3 0 10668.8  8751.3 15.5 7200.0 0 117554 9518.2 17.1 7200.0 10.8 0.0
25 4 0 10822.1  9532.2 11.2 7200.0 0 11874.7  10235.0 12.9 7200.0 9.8 0.0
30 4 0 13055.3  10900.6 15.1 7200.0 0 14481.1 117120 18.0 7200.0 11.2 0.0
35 5 0 14718.6 116509 20.5 7200.0 0 15788.7  12502.8 20.4 7200.0 7.1 0.0
40 5 0 16790.1  12699.3 24.3 7200.0 0 17664.4  13808.0 21.7 7200.0 5.1 0.0
45 6 0 162754 115154 29.0 7200.0 0 16839.0  13049.3 223 7200.0 3.6 0.0
50 6 0 18156.2  11557.2 36.2 7200.0 0 19011.9  13075.0 31.2 7200.0 4.8 0.0
Média 119294  9391.3 174 6720.4 12821.0  10285.4 16.5 6485.5 8.4 29
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