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Efficient FPGA Hardware Implementation for Robot
Manipulator Kinematic Modeling Using Rational
Trigonometry
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Abstract—A common approach to model kinematics for robot
manipulators uses functions such as sin(), cos() and atan(),
however, the rational trigonometry allows to exclude the use of
these transcendental functions. Most of the computing processing
to control a manipulator is dedicated to solving its kinematics,
therefore, reduce the complexity of kinematic equations leads
to a more compact and efficient model. In this paper, we
propose a geometric analysis to solve the kinematics of robot
manipulator of up to three degrees of freedom, avoiding the use of
transcendental functions in the kinematic equations. We present
three kinematic models for the mechanism positions and their
implementations in an FPGA. The experimental results show
that our proposed models: 1) use less logic elements compared
with an implementation based on parallel CORDIC and 2) has
lower latency respect with iterative CORDIC implementation.

Index Terms—FPGA, Kinematics, Rational Trigonometry,
Robotics, Transcendental functions.

I. INTRODUCCION

N las tareas de control y automatizacién, resolver la
cinemdtica de un manipulador es una tarea fundamental
que suele utilizar una gran cantidad de los recursos de computo
disponibles, sobre todo en aplicaciones de tiempo real [1]-[3],
por tanto, seria util reducir de alguna forma la complejidad
de las ecuaciones cinemdticas. Para mecanismos de pocos
grados de libertad (GDL) el modelado cinemdtico se reduce
a un problema geométrico que involucra el uso de funciones
trigonométricas, también llamadas funciones trascendentes.
Existen enfoques cldsicos que utilizan herramientas como el
dlgebra lineal y las transformaciones homogéneas para realizar
el calculo de la cinematica, hasta técnicas mas novedosas, las
cuales utilizan algebras geométricas en cuatro o cinco dimen-
siones para resolver los mismos problemas. En la bibliografia
se presenta al dlgebra geometrica como el estado del arte en
la materia, Bayro-Corrochano et al. [4] han examinado las
aplicaciones del dlgebra geométrica en campos como la visién
por ordenador y la cinemdtica de manipuladores, al igual
que Dietmar [5] y Perwass [6] en sus libros. Las tecnologias
utilizadas para la implementacién de este tipo de algoritmos
basan su eficiencia en la gran cantidad de recursos de hardware
disponibles en las computadoras actuales, por lo que el tamafio
de la implementacién no presenta ningtin problema para ellos.
Otra forma de reducir la complejidad de los modelos
cinemadticos es tratar de eliminar las no linealidades del
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mecanismo, asi como buscar nuevos algoritmos que lleguen al
mismo resultado pero con un menor nimero de operaciones
[71-191.

Por lo tanto, es natural preguntarse ;Es posible modelar la
cinemadtica directa e inversa de un manipulador evitando el uso
de funciones trascendentes? Para responder a esta pregunta se
presenta un nuevo enfoque para modelar la posicién de un ma-
nipulador utilizando trigonometria racional. La trigonometria
racional fue dada a conocer por el profesor Norman Wilberger
de la Universidad de New South en Australia [10]. Este tipo
de matemadticas contradicen la creencia de que las funciones
trigonométricas junto con los dngulos son la mejor alternativa
para describir las propiedades de un tridngulo. J. P. Almeida
utilizé la trigonometria racional para describir la cinematica
directa de un manipulador de seis GDL utilizando matrices
de rotacién en forma racional e implement$ su algoritmo en
software [11], [12].

Ya que la tecnologia de circuitos integrados ofrece una
manera de lograr un alto rendimiento con los FPGA [13]-
[18], nuestro objetivo es reducir la complejidad de los circuitos
en hardware, para calcular la cinemdtica de los mecanismos
propuestos. En contraste con el trabajo de J. P. Almeida,
en este articulo se propone una nueva metodologia con un
enfoque geométrico en forma racional, sin requerir el uso
de matrices. Se presenta por primera vez la implementacion
en hardware para el modelo cinemdtico directo e inverso
para mecanismos de cadena cinemdtica abierta de uno, dos y
tres GDL, adicionalmente se comparan las implementaciones
propuestas con las implementaciones cldsicas basadas en fun-
ciones trascendentes, demostrando un ahorro significativo en
los recursos de hardware utilizados para mecanismos de hasta
tres GDL. Es importante mencionar que en este trabajo se trata
de evitar el uso de funciones trascendentes no porque existan
problemas con su implementaciéon en hardware, sino porque
las implementaciones existentes requieren un mayor nimero
de recursos de hardware.

II. TRIGONOMETRIA RACIONAL

La trigonometria racional se basa en la idea de que el
dlgebra es mds bdsica que el andlisis y que las medi-
ciones reales en geometria elemental deben ser de natu-
raleza cuadratica en lugar de lineal [19]. A diferencia de la
trigonometria cldsica, la trigonometria racional no requiere el
uso de funciones trascendentes. Dos conceptos fundamentales
que forman la base de esta teoria son el quadrance y el spread.
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El quadrance mide la separacién de dos puntos, mientras que
el spread mide la separacién de dos lineas.

Si bien el conjunto de niimeros con el que se desarrollé
originalmente el quadrance y el spread fue el conjunto de los
nimeros racionales, el uso de otro conjunto de nimeros (por
ejemplo, los nimeros reales) no esta restringido.

El quadrance @ (A1, A2) entre los puntos Ay = [x1, y1]
y A = [z, y2] es el ndimero

Q(A1, Ag) = (z2 — 21)° + (y2 — 11)° 9]

donde x1, z2, y1 Vv y2 son las coordenadas de los puntos
A; y A, respectivamente, que son nuimeros racionales o
incluso numeros reales. Al establecer una relacion entre la
trigonometria clésica y la racional, el quadrance se puede ver
como el cuadrado de la distancia euclidiana.

Q(A1, Az) = d(Aq, Ag)? 2

El spread en el vértice A de un tridngulo rectaingulo ABC no
nulo con un angulo recto en el vértice C, y los quadrances
@1, Q2 y Q3 como se muestra en la Figura 1(b) es
B,C
Q(A7 B) QC

Si dos spreads son equivalentes a dos angulos suplementarios,
entonces son iguales entre si, como se observa en la Figura
1(a). Ademas, a partir de la ecuacion (3), podemos definir la
siguiente relacion

¢

—7\$ 4,
N5

(a) Entre dos lineas cualquiera (b) Para un tridngulo rectdngulo

Fig. 1. Definicién para el spread.

Q(B,C) _ d(B,C) (d(B,C)

"T 0@, B)  d(A B2 \d(A B)

donde 6 es un angulo igual al spread entre Qp y Qc-

Ademais del quadrance y el spread, la trigonometria racional
tiene cinco leyes principales. En la siguiente seccién se
utilizaran varias de estas leyes para formular los modelos
cinemdticos que se proponen. Para tener una mejor com-
prensién de los modelos cinemdticos y las leyes racionales
se recomienda consultar las referencias [10] y [20].

2
> =sin?(0) (4)

I11. CINEMATICA

En robdtica, la cinematica se divide en dos ramas:
cinematica directa e inversa. La cinematica directa estudia la
posicién del mecanismo cuando se asignan los pardmetros de
la articulacién, mientras que la cinemadtica inversa determina
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los parametros de la articulaciéon cuando el mecanismo estd en
una posicién dada. En esta seccién describimos los modelos
cinemdticos de acuerdo con el nuevo enfoque propuesto.
El modelado se divide en tres partes, comenzando con un
mecanismo de un GDL y terminando con un mecanismo de
tres GDL. En todas las figuras las articulaciones se representan
con un punto gris y el efector final con un punto amarillo,
adicionalmente se considera positivas las rotaciones en sentido
anti-horario.

A. Modelo de un GDL

La Figura 2(a) muestra el mecanismo de un GDL con el
que se realiza el andlisis cinemaético cldsico.

Y Y
[\ N
y-- q}'"

> X

[o + (o, g
(0,0) X (0,0) q,

(a) Cinematica clésica (b) Cinematica racional

Fig. 2. Configuracién para el mecanismo de un GDL.

Para poder modelar este mecanismo con trigonometria
racional se tienen que tomar en cuenta algunas considera-
ciones. La trayectoria de la articulacién se divide en cuatro
partes iguales porque el spread solo toma valores entre [0, 1].
Estas partes pueden empatarse con los cuatro cuadrantes del
plano cartesiano. La Figura 2(b) muestra la primera de las
cuatro configuraciones posibles del mecanismo de un GDL
con el que se realiza un andlisis cinematico racional.
Proposicion 1. Las ecuaciones que describen la cinética
directa de manera racional para el mecanismo de un GDL,
estdn dadas por

e = Q1 (1 —579) @)
qy = @1 81 (6)

Prueba: Para resolver la cinemdtica directa (s1 — ¢y,qy),
debemos aplicar la definicién de spread (3) de acuerdo con la
Figura 2(b). Para obtener la coordenada g, se tiene que

51 = % qy = @1 51 @)

En trigonometria, la suma de los dngulos internos de un
tridngulo es 180°. Dado que un dngulo recto es equivalente a
un spread igual a uno, la suma de ambos dngulos agudos es
igual a uno; es decir, s; + (1 — s1) = 1. Por lo tanto, para
obtener el valor de g,, debemos aplicar la definicién de spread
(3) a la abertura opuesta del tridngulo

@G =01 (1—s1) ¥
]

—

1—81: —

o
@
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Proposicion 2. Las ecuaciones que describen la cinemadtica
inversa en forma racional para el mecanismo de un GDL, estdn
dadas por

dy

Sy ©)
Gz + qy

S1

Prueba: para resolver la cinemdtica inversa (g;,q, — s1),
tenemos que verificar que (); satisface el teorema de Pitdgoras
racional, es decir ()1 = ¢, + gy. Aplicando la definicién de
spread (3), se obtiene s; de acuerdo con la siguiente ecuacién

_ Yy Y

= = 10
Ql qz + Qy ( )

S1

donde s; representa la separacion entre Q1 y el eje x. ]

B. Modelo de Dos GDL

La Figura 3 muestra el mecanismo de dos GDL con el que
se realiza el andlisis cinemdtico cldsico. Esta configuracion
se utiliza para describir un robot SCARA [21].

Para analizar el mecanismo anterior con trigonometria
racional, nos basamos en la Figura 4. El recorrido de la
segunda articulaciéon se divide en cuatro partes iguales
y, por lo tanto, hay cuatro configuraciones diferentes. La
implementacién para el mecanismo de dos GDL resulta ser
mdas compleja, pero desarrollamos un procedimiento para
describir el movimiento en todo el plano cartesiano en la
seccion 4.

> X

Fig. 3. Configuracién cldsica para el mecanismo de dos GDL.

Fig. 4. Configuracién racional para el mecanismo de dos GDL.

IEEE LATIN AMERICA TRANSACTIONS, VOL. 17, NO. 9, SEPTEMBER 2019

Proposicion 3. Las ecuaciones que describen la cinemadtica
directa de forma racional para el mecanismo de dos GDL estan
dadas por

Y
12)

qxz = g3 (1 _Sa)
qy = 43 Sa

Prueba: Para resolver cinematica directa (s1,s2 — ¢z, qy),
debemos aplicar la ley cruz de acuerdo con la Figura 4

g3 = Q1+ Q2 —2¢/Q1 Q2 (1 — s2) (13)
luego usamos la ley de spread para obtener un valor s,
/
Sa S22 (14)
Q2 a3 a3

por ultimo, s, se calcula utilizando una diferencia de spreads

4= 510 8, = (\/81(1 — i) = V/sh(1— 81)>2

utilizando las variables calculadas previamente, las coorde-
nadas del efector final se obtienen de la siguiente forma

15)

¢ = q3 (1 —54) (16)
qy = q3 Sa (17)
]

Proposicion 4. Las ecuaciones que describen la cinemadtica
inversa en forma racional para el mecanismo de dos GDL
estan dadas por

51 :s/a@sa (18)

Q1+ Q2 — ¢3)°
40Q1Q2

Prueba: Para resolver la cinemdtica inversa (¢, ¢, — s1, S2),
se calcula el valor g3 utilizando el teorema de Pitagoras.
Luego, utilizando la definicién de spread (3), calculamos s,
de la siguiente manera

sg=1— (19)

o= (20)
a3

posteriormente, usando la ley de spread obtenemos la variable
s! de la misma manera que en la ecuacién (14). Aplicando el
teorema de Pitdgoras para obtener el valor de g3

43 =Gzt qy @2y

se puede calcular s; aplicando la suma de spreads

2
s1=s, @50 = (VoL —sa) + Vsl = 5,)) @2
finalmente, aplicando la ley cruz se obtiene la variable so

Q1+ Q2 — ¢3)°
40Q1Q2

so=1— (23)
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Fig. 6. Configuracion racional para el mecanismo de tres GDL.

C. Modelo de Tres GDL

La Figura 5 muestra el mecanismo de tres GDL con el que
se realiza el andlisis cinemdtico cldsico. A diferencia de los
modelos anteriores donde los ejes de rotacién de las articu-
laciones eran perpendiculares al plano zy, este mecanismo
se puede mover en el espacio tridimensional. Este tipo de
mecanismo es utilizado para describir un robot esférico [22].

Ahora analizamos el mecanismo de tres GDL de forma
racional. Después de dividir el recorrido de las articulaciones
en cuatro partes iguales, hay 64 regiones posibles del espacio
de trabajo. La Seccién 4 desarrolla en detalle el procedimiento
para describir el movimiento en todo el espacio tridimensional.
Proposicion 5. Las ecuaciones que describen la cinemética
directa en forma racional para el mecanismos de tres GDL
estan dadas por

dx = da — Qy (24)
qy = 834a (25)
4z = Saq3 (26)

Prueba: Para resolver la cinemdtica directa (s1,$2,83 —
0, Qy,qz), Se tienen que calcular las variables g3 y s/, de la
misma forma que en las ecuaciones (13) y (14). Se obtiene el

valor de g, usando el teorema de Pitdgoras
Qo =43 — 4z 27

y el valor de s, aplicando una diferencia de spreads

Sq =810, = (\/51(1 —sl)— /s (1— 51))2

(28)
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luego podemos calcular el valor de las coordenadas deseadas,
para g, y g, aplicando la definicién de spread (3)

_

53 —  Qy = 83Qq (29)
qa
q
Sa=— — (= Sal3 (30)
q3
finalmente usando el teorema de Pitdgoras obtenemos g,
Gz = 4a — Qy 31
|

Proposicion 6. Las ecuaciones que describen la cinemadtica
inversa en forma racional para el mecanismo de tres GDL
estdn dadas por

51 =8,D 8, (32)
(Ql + Q2 — (13)2
=1t T2 48 33
52 10,0, 33
s3=0 (34)
da

Prueba: Para resolver cinemdtica inversa (g, qy,q.
S1, 82, 83), encontramos el valor de g, y ¢3 aplicando el
teorema de Pitdgoras

(35)
(36)

Ga = qy + qx
43 = Gqa + 4
el valor de s, se calcula utilizando la definicién de spread (3)
_ ¢
C®
y el valor de s/, se obtienen aplicando la ley de spread de la

misma manera que en (14). El primer spread que buscamos
estd definido por una suma de spreads

(37)

Sa

2
s51=8,Ds, = (\/sa(l—sg)—i—\/sg(l—sa)) (38)
el segundo spread ss se calcula usando la ley cruz
2
So=1— (Q1+ Q2 —g3) (39)
4Q1Q2
y finalmente s3 se obtiene usando la definicién de spread (3)
5= (40)
Ga
|

D. Aplicacion del Modelo de Tres GDL

Antes de implementar los modelos cinemdticos en un
FPGA, decidimos verificar las ecuaciones en el software
Geogebra para corroborar su correcto funcionamiento. Las
simulaciones nos dieron una guia de cémo funcionan esos
modelos. Aqui, damos un ejemplo para calcular la cinematica
directa del mecanismo de tres GDL aplicando el procedimiento
descrito en la seccién anterior.

Supongamos que las dimensiones de los eslabones estan
dadas por los quadrances Q1 = 9 y Q2 = 4, adicionalmente
las aberturas de las articulaciones estdn dadas por los spreads
s1 = 0.5, s5 = 0.6 y s3 = 0.3 de acuerdo con la Figura 6.
Encuentre la posiciéon del mecanismo para el primer y tercer
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octantes cuando la segunda articulacién estd en la primera
configuracion.

El primer paso es calcular las variables auxiliares.

G5 =9+4—2\/9-4-(1-06) = 5.41 (41)
. (0.6)-4
Sa= 54105 0 42)
2
8, = (\/0.2783 . \/0.2218) —32x107%  (43)
do = (5.4105) — (0.017327) = 5.39 (44)

Ahora, al usar las ecuaciones (24), (25) y (26) obtenemos
la coordenadas deseadas de forma racional

¢ = (5.39) - (1 — 0.3) = 3.7748 (45)
g, = (5.39) - (0.3) = 1.6178 (46)
- = (5.39) - (3.2 x 1073) = 0.0173 47)

para obtener el valor real de las coordenadas aplicamos raiz
cuadrada a cada una de las ecuaciones anteriores

r= /g = 1.942 (48)
y = /gy = 1.281 (49)
2= /g =0.132 (50)

Este resultado solo es vélido para el primer octante. Para
encontrar las coordenadas en el tercer octante, tenemos que
cambiar los signos de las coordenadas z y y. La Figura 7
muestra las regiones para el primer y tercer octante, asi como
la configuracién del mecanismo para este ejemplo.

X

Fig. 7. Configuracién del mecanismo para el ejemplo anterior.

IV. IMPLEMENTACION DE MODELOS

En esta seccidn se describe como implementar en hardware
las ecuaciones obtenidas en la seccion anterior, todas las ecua-
ciones fueron sintetizadas en un FPGA de la familia Cyclone
V utilizando lenguaje VHDL [20]. Ya que las ecuaciones solo
funcionan en una regién acotada del espacio, a continuacién
se explicarda como se puede mover el mecanismo de forma
continua en todo su espacio de trabajo.

A. Implementacion para el Mecanismo de un GDL

Para implementar las ecuaciones que describen la
cinematica directa del mecanismo de un GDL, se toman las
ecuaciones (5) y (6). Sin embargo, para mostrar los valores
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reales de las coordenadas cartesianas x y y, se debe aplicar
una raiz cuadrada a cada una de las coordenadas

xr = \/Ql(lfsl) (51)
y=1/Q1s1 (52)

El spread toma valores en el intervalo [0, 1] cuyo equivalente
en grados es [0°, 90°]. Para obtener una descripcién del mecan-
ismo en los cuatro cuadrantes, debemos cambiar los signos de
las coordenadas x y y. Para la implementacién en hardware,
se utiliza un selector con un rango entre [0, 4], este selector
es responsable de cambiar los signos de las coordenadas de
acuerdo con la Tabla I.

TABLA 1
SIGNOS DE LAS COORDENADAS POR CUADRANTE

Cuadrante s1 signo(z)  signo(y)
1 [0,1] ® o
2 [1,2] S} &)
3 [2,3] = o
4 [3,4] o o

(a) Mddulo para posicion

(b) Médulo de signo

Fig. 8. Diagrama a bloques para el mecanismo de un GDL.

Los diagramas a bloques mostrados en la Figura 8 describen
la implementacién en hardware para el mecanismo de un GDL.
El circuito de la Figura 8(a) calcula la posicion del efector final
utilizando las ecuaciones (51) y (52), mientras que el circuito
de la Figura 8(b) realiza el cambio de signo tomando en cuenta
la parte entera del selector s; de acuerdo con la Tabla I.

B. Implementacion para el Mecanismo de Dos GDL

El modelo para el mecanismo de dos GDL se basa en la
implementacion anterior. Las operaciones son las mismas pero
tenemos que comparar algunas sefiales antes de asignar las
variables. La forma general para calcular las coordenadas del
efector final es la siguiente

Toi = \V/q3i (1 — 524) (53)
Y2i = £/q36 Sai 54

El signo de yo; estd sujeto a la condicién C; > C!, donde
C; y C! son las condiciones para que el segundo eslabén
pertenezca al i-esimo cuadrante. En otras palabras, si esta
condicién es verdadera, entonces asignamos a yo; el valor
V@3i5z de lo contrario —,/q3;8z;, donde i = 1,2,3,4
representa el cuadrante donde se encuentra el segundo
eslabon, de acuerdo con el valor de ss.
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Los valores de C; y C/ son diferentes para cada cuadrante,
por lo tanto, estas variables cambian dependiendo de dénde
se encuentre el eslabon, sin embargo, la estructura de las
operaciones no cambia. La Tabla II muestra las operaciones
para calcular las coordenadas del efector final en el primer
cuadrante del plano cartesiano. La tercera columna de la tabla
corresponde a la condicién C; > C!.

TABLA II
VALOR PARA LAS COORDENADAS DEL MODELO DE DOS GDL

Cuadrante S92 Valor de coordenadas Condicion
_ 7 —
1 o, 2= Val—s) h>h
Y2,1 = £+/q55
2 [1,2] 72,2 = Va3(1 = 5a) 51> s,
y2,2 = £,/435q
— i
3 2,3] vzs = Vasl=sd) s
2,3 = £/q35)
_ / o
4 3,4 2= yel-s) h>h

T4 = £4/q38y

Los valores h y h’ sefialan si el efector final estd en el
mismo cuadrante que el primer eslabon. El valor h = s10Q1
representa la altura alcanzada por el primer eslabon @ y
B o= (1—(s26 (1 —51))%)Q2 es la altura que va desde
la segunda articulacién hasta el efector final del mecanismo
con respecto al eje y. Cuando la condicién A > h' no es
verdadera, esto implica que el efector final del mecanismo
estd fuera del cuadrante especificado por el selector s;.

Las variables involucradas en los calculos cinematicos de
acuerdo con la Tabla II son

Sq =81 08, (55)

o = 5202 (56)
q3

si=(1-s1)6s, (57)

sp =810 8, (58)

5 = 5292 (59)
43

sy =(1—s1)6 s, (60)

las configuraciones para los cuadrantes uno y dos difieren
de los cuadrantes tres y cuatro porque las coordenadas z se
intercambian por las coordenadas y. Para definir la posicién
del efector final en cualquier parte del plano cartesiano,
asignamos los signos a las coordenadas xo; y y2; de acuerdo
con la Tabla I. Estos signos se basan en el pardmetro s;
correspondiente al spread de la primera articulacién.

La Figura 9 muestra el diagrama a bloques de la im-
plementacién en hardware para las ecuaciones cinemdticas
del mecanismo de dos GDL. La primera parte del circuito
se encarga de calcular las variables auxiliares que estan en

1529

sign(x,)
o o sign(y,)

o X,
° Y2

° o o sign(xz)
> o o sign(y2)

Fig. 9. Diagrama a bloques para el mecanismo de dos GDL.

funcién de los cuatro pardmetros de entrada de acuerdo con
la Tabla II, mientras que los mdédulos IDOF corresponden al
circuito de la Figura 8(a) y los médulos SIGN corresponden a la Figura
8(b). La complejidad de este circuito aumenta porque ahora
se tienen que calcular las cuatro variables involucradas en las
comparaciones, de acuerdo con la tercera columna de la Tabla
IL.

C. Implementacion para el Mecanismo de Tres GDL

La implementacién del mecanismo de tres GDL se basa en
las dos implementaciones anteriores. Para especificar cualquier
punto en el espacio tridimensional, necesitamos al menos tres
pardmetros; por lo tanto, usamos un mdédulo de un GDL
y luego un médulo de dos GDL para describir la posicién
del nuevo mecanismo. En este caso, el circuito de 2DOF
corresponde al circuito descrito en la Figura 9 y se encarga
de calcular las coordenadas = y z; mientras que los circuitos
IDOF 'y SIGN corresponden a los circuitos mostrados en la
Figura 8 y se encargan de calcular la magnitud y el signo
de la coordenada y respectivamente.

Q, .
? ° . Y3
S o= sign(xs)
© osign(ys)

Fig. 10. Diagrama a bloques para el mecanismo de tres GDL.

En aplicaciones reales, un robot esférico no funciona en
los ocho octantes del espacio de trabajo. En consecuencia,
para este experimento solo analizamos los cuatro octantes
superiores del espacio de trabajo. Los selectores utilizados
para las articulaciones del mecanismo de tres GDL tienen los
siguientes rangos: para la primera articulacién s; = [0, 2], para
la segunda articulacién sy = [0, 4] y para la dltima articulacién
s3 = [0,4]. La Figura 10 muestra el diagrama a bloques de
la implementacién en hardware de las ecuaciones cinemadticas
para el mecanismo de tres GDL.
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En la mayoria de los robots industriales es habitual que los
primeros tres GDL se encarguen de posicionar la herramienta
y los ultimos tres a orientarla. Los seis modelos propuestos
anteriormente asi como las implementaciones en hardware per-
miten modelar no solo los tres primeros GDL, de acuerdo con
la Figura 11 seria posible modelar hasta la quinta articulacion
de un robot de seis GDL 6 hasta la cuarta articulacién en el
caso de un robot de cinco GDL (omitiendo la articulacién 4
de la Figura 11). Esto es posible debido a que la posicién
espacial de las articulaciones cuatro y cinco es independiente
de su posicién articular.

‘/’) 58
\\‘\

\\#

Fig. 11. Estructura de robot industrial.

D. Generalizacion para el Modelado de Mecanismos

Al tratar de generalizar la metodologia propuesta en la
seccion anterior a més de tres GDL, se observo que conforme
crecia el nimero de GDL los modelos resultaban mas compli-
cados y el ahorro de hardware desaparecia, por ello se decidié
realizar una nueva implementacion que tuviera la capacidad de
poder modelar mecanismos que tuvieran un nimero arbitrario
de GDL. Basado en el modelo de tramas fijas (MFF) [11],
[12] es posible describir un mecanismo de n articulaciones
rotacionales desarrollando la multiplicacién P = L X R X B.

r1 1 1 7
—1 1 1
1 - 0 - 0 1 -1 1
1 1 —1
e N R=\_4 1
0 1 0 —1 1 —1
-1 -1 -1
L 1 -1 -1 |
/805, 1R 0 0
B = 0 (1 —sg)s,R 0
0 0 (I1—-s,)R

La multiplicacién de las matrices L y R produce una matriz
de dimensién [n x 3] la cual debe multiplicarse por la matriz
B. Cada renglén de la matriz L representa una articulacion,
donde solo un elemento toma el valor de 1. La matriz B es
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una matriz diagonal donde R es quadrance de cada eslabdn,
asf como sg y s, son los spreads de cada uno de los eslabones
referentes la trama en la que estdn. Los términos de la matriz
B se calculan con el médulo de la Figura 12, que es similar
al médulo 1DOF visto anteriormente.

L - SwR '7' E B
111

011 Se =1 n = v B,
001

110

o010 R

010 n = po B3
000 s o

100 ®

Fig. 12. Mddulo para la plementacién del método MFF

El método de MFF no ofrece una ventaja en cuanto al ahorro
de hardware para mecanismos de pocos GDL debido a las
operaciones adicionales que requiere, por ejemplo, la seleccion
de los renglones de la matriz L y las sumas parciales para
obtener el valor de la n-sima articulacion. La ventaja que
tiene esta implementacion es la escalabilidad que posee, ya
que para modelar mecanismos con n GDL solo se requiere el
uso recurrente de n mddulos como el de la Figura 12.

V. RESULTADOS

Los modelos obtenidos en la seccidn anterior se sintetizaron
en un FPGA para encontrar el nimero de elementos 16gicos
utilizados. El dispositivo utilizado fue un FPGA de la familia
Cyclone V de Intel (antes Altera) y el software utilizado fue
Quartus Prime versién 16.0. También implementamos en un
FPGA las ecuaciones cinemdticas cldsicas para modelar los
mecanismos utilizando el algoritmo CORDIC [23]-[26].

El algoritmo CORDIC nos permitié calcular los valores
de las funciones trascendentes involucradas en la cinemadtica
directa e inversa para cada uno de los mecanismos. La imple-
mentacién del algoritmo de CORDIC fue realizada con una
aritmética de punto fijo con signo de 16 bits, 1 bit de signo,
7 bits para la parte entera y 8 bits para la parte fraccionaria.
La Tabla III muestra el tamafio de la implementacién para
todos los modelos cineméticos directos. Los elementos 16gicos
son una unidad de medida bdsica que tienen los FPGA para
sintetizar los circuitos.

TABLA III
RECURSOS DE HARDWARE PARA LA CINEMATICA DIRECTA

GDL  Trigonometria EL
1 Clasica 1573
Racional 359
2 Clasica 1657
Racional 582
3 Clasica 1796
Racional 918
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El porcentaje de ahorro de elementos ldgicos para
cinemitica directa es 77% para el mecanismo de un GDL,
64% para el de dos GDL y 48% para tres GDL. Este ahorro
es debido a que la implementacién paralela de CORDIC nece-
sita al menos 1400 elementos l6gicos y también se necesita
implementar una unidad de control para gestionar la entrada
de datos.Mads grados de libertad implica una unidad de control
mds compleja y, por tanto, mds elementos 16gicos. La Tabla
IV muestra el tamafio de la implementacién para todos los
modelos de cinemadtica inversa.

TABLA 1V
RECURSOS DE HARDWARE PARA LA CINEMATICA INVERSA

GDL  Trigonometria EL
| Clasica 1569
Racional 317
> Clasica 1673
Racional 671
3 Clasica 1787
Racional 1023

El porcentaje de ahorro de elementos logicos para
cinematica inversa es del 79% para el mecanismo de un GDL,
del 59% para el de dos GDL y del 42% para el de tres GDL.

Las tablas anteriores muestran que el ahorro de elementos
l6gicos es notable. La mayoria de los elementos 16gicos
utilizados en la implementacidn racional fueron utilizados para
el calculo de la raiz cuadrada (102 EL) [27]. En contraste,
la implementacién paralela del algoritmo CORDIC utiliza
una gran cantidad de elementos 16gicos en comparacién con
la implementacidn iterativa, segmentada o hibrida. Esto es
porque el circuito es puramente combinatorio. El algoritmo
CORDIC iterativo requiere solo una etapa de procesamiento
a diferencia del CORDIC paralelo, sin embargo, esta etapa
necesita un uso recursivo de al menos 11 iteraciones para
calcular el resultado [28]-[30].

La implementacién del algoritmo CORDIC paralelo solo
requiere circuitos combinatorios, pero es necesario almacenar
el resultado de las operaciones parciales para poder calcular
el resultado final. Por tanto, hay que realizar un circuito
secuencial que controle el flujo de datos (maquina de estado).
Pasa lo mismo con la implementacién basada en trigonometria
racional. La Tabla V muestra la cantidad de ciclos de reloj
que toma cada algoritmo para calcular un resultado. Esta
comparacién se realizé entre nuestras tres implementaciones
de hardware y CORDIC iterativo a una frecuencia de 50 MHz.
El niimero de ciclos de reloj se denomina latencia del circuito
y es un pardmetro importante que debe tenerse en cuenta al
disefiar circuitos digitales.

CORDIC iterativo disminuye el area en el FPGA, pero el
costo a pagar es un circuito mas complejo de controlar y un
aumento en la latencia del circuito. Como hemos mostrado en
la Tabla V, la latencia de los circuitos basados en CORDIC
iterativo aumenta dramdticamente con los GDL, por cada vez
que calculamos una funcién trigonométrica con CORDIC, Ia
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TABLA V
LATENCIA EN CICLOS DE RELOJ PARA CADA ALGORITMO

GDL  Trigonometria  Ciclos de Reloj
1 Clasica 22
Racional 2
) Clasica 25
Racional 10
3 Clasica 52
Racional 15

latencia del circuito aumenta al menos 11 ciclos de reloj més.
Una ventaja de CORDIC es que puede calcular divisiones y
raices cuadradas, sin embargo, si queremos calcular la raiz
cuadrada con CORDIC necesitamos aplicar una suma y una
resta como procesamiento previo y agregar al menos 11 ciclos
de reloj més para cada operacion.

VI. CONCLUSIONES

La principal contribucién de nuestra investigaciéon fue la
propuesta de seis modelos matemadticos para el cdlculo de
la cinemadtica directa e inversa de mecanismos de hasta tres
GDL, asi como presentar por primera vez la implementacion
en hardware de dichos modelos. Los tres experimentos se
realizaron para comparar el rendimiento entre las técnicas
convencionales basadas en el algoritmo CORDIC y los modelos
propuestos basados en la trigonometria racional.

De acuerdo con los experimentos, se ha observado que la
mejora en términos de recursos computacionales es significa-
tiva, sin embargo, ese ahorro va disminuyendo conforme el
nimero de GDL aumenta. Al tratar de generalizar nuestra
metodologia observamos que el nimero de EL se duplica
para mecanismos de cuatro y cinco GDL, sin embargo, se
plante6 una implementacién alternativa basada en el método
MFF la cual no presenta ninguna ventaja en el ahorro de EL.
Comparamos nuestros modelos con el método MFF, donde
también se obtuvo una ventaja, debido al pre-procesamiento
y post-procesamiento que exige dicho método. El ahorro de
EL para el método MFF solo tendria relevancia cuando el
mecanismo posea mas de 10 GDL.

Nuestras implementaciones en hardware estdn optimizadas
para mecanismos de cadena cinemdtica abierta de hasta tres
GDL, las cuales se pueden utilizar en la mayoria de robots
industriales de hasta seis GDL. El ahorro que se obtuvo
de EL (CORDIC paralelo) asi como la disminucién de la
latencia (CORDIC iterativo) se traducen en un menor consumo
de potencia del circuito sintetizado.Adicionalmente un ahorro
de casi 80% (mecanismo de un GDL) significa que con el
mismo nimero de EL que se calcula la cinemadtica de un solo
motor, ahora se podria calcular la cinematica de hasta cinco
motores de forma simultanea con el mismo FPGA, con lo cual
no sélo se podria reducir el consumo de potencia, sino que
también se podria extender la capacidad de computo dedicada
al cdlculo de la cinematica hasta en cinco veces. Actualmente
estamos trabajando en la obtencién de modelos matematicos
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que permitan describir la orientacién de forma racional, por
lo que al combinar ambos trabajos se obtendria el modelado
completo de un robot industrial de seis GDL.
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TEOREMAS DE EQUIVALENCIA

Los siguientes teoremas de equivalencia estan desarrollados
con base en las 5 leyes principales de la trigonometria racional,
asi como en algunas propiedades trigonométricas clasicas. No
se desarrollaran los procedimientos que consideremos elemen-
tales 6 resultados que consideremos obvios de interpretar.

CINEMATICA DIRECTA 1 GDL

Las coordenadas ¢, y g, para el mecanismo de la Figura
2(b) estdn dadas en forma racional por las siguientes expre-
siones

e =Q1(1 - 51) (61)
gy = Q151 (62)
por definicién s; = q—y, por lo que aplicando raiz cuadrada a

la ecuacion (62) se obtlene

\/@=\/Q181=\/@

ya que por definicién el quadrance es equivalente a la norma
euclidiana elevada al cuadrado se tiene que L; = Q1 y

Yy = /qy, por lo tanto
Y
Y=\qy = L=

la funcién trigonométrica que relaciona a y y L; de acuerdo
con la Figura 2(a) es el sin 6, por lo que la ecuacién anterior
se puede reescribir como

Y=ay =

De manera similar aplicando raiz cuadrada a la ecuacién
(61) se obtiene la equivalencia para la coordenada x

(63)

Ly sin6; (64)

Ve = VQi1(1—51) = /Q:1vV1I — 51 (65)
x = Lqcosb; (66)

La equivalencia trigonométrica 1 — s; = cos? 6 se debe a
que (1 — s1) es el dngulo complementario de s;.

CINEMATICA INVERSA 1 GDL
El pardmetro articular en forma racional estd dado por
4y
5] = ——— (67)
Gz + qy

utilizando el teorema de Pitdgoras racional se tiene que ()1 =
gz + gy, por lo que la expresién anterior se convierte en

dy
= —= 68
S1 Ql (68)

ya que por definicién el quadrance es equivalente a la norma
euclidiana elevada al cuadrado se tiene que

2 2
WV _ (v
2\

por lo que de la expresion anterior se concluye que

(69)

s1 = sin? 6
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CINEMATICA DIRECTA 2 GDL
Las coordenadas ¢, y g, para el mecanismo de la Figura 4
estdn dadas en forma racional por las siguientes expresiones
Qe = Q3(1 - Sa) (70)
9y = q35a (71)

Para obtener la equivalencia de la coordenada g, es nece-
sario expandir algebraicamente la ecuacion (71) como se
muestra a continuacion

4y = 35 72)
2

= o (Va0 -5 - B2Ra ) @

o (510 - 29 o @00 - BEER) o

)
= 5193 + 52Q2 — 25152Q2 — 2q3\/81(1 — 81)(q3 — SQQQ)SQQQ (75)

sustituyendo el valor de g3 de acuerdo con la ley cruz

definida como g3 = Q1 + Q2 — 2/Q1Q2(1 — s2) se obtiene
= 52Q2 — 25152Q2 + 5193 — 2V/51(1 — 51)52Q21/q3 — 52Q2  (76)

= 52Q2 — 25152Q2 + 51 (Q1 + Q2 — 24/5152Q2(1 — 82)) an
—2¢/s1(1 - 51)S2Q2\/(Q1 +Q2 —2v/Q1Q2(1 — S2)) —52Q2

=51Q1 +51Q2 + 52Q2 — 25152Q2 — 2511/5152Q2(1 — s2)  (78)
—2/s1(1— 81)82622\/(\/ Q1 — Q21— 82))2
=51Q1 + 51Q2 + 52Q2 — 25152Q2 — 251v/5152Q2(1 — s2)  (79)

—2¢/s182(1 — 51)Q1Q2 + 2Q2+/s152(1 — 51)(1 — 52)

A partir de aqui se simplifican las ecuaciones anteriores para
llevarlas a su equivalente en funciones trigonométricas

=51Q1 +251/Q1Q2(1 — 52) +2/Q1Q25152(1 — 51) (80)
+ Q251(1 — 82) +2Q2+/s152(1 — s1)(1 — 52) + Qas2(1 — 51)

sustituyendo los valores de s; y sz por sus equivalentes
trigonométricos en la ecuacion anterior se obtiene lo siguiente

=sin61Q1 + 24/Q1Q2 sin 01 (sin 61 cos 2 + cos b1 sin b2)
+ Q2 (sin 61 cos 02 + sin 62 cos 91)2

(€29

reemplazando los quadrance por las distancias euclidianas
y? = L?sin? 0; + 2L Lo sin 0y sin(61 + 02) + L2 sin(6; + 62) (82)
— (L3sin61 + Losin®(61 + 62))° (83)

finalmente aplicando raiz cuadrada a la ecuacién anterior se
obtiene

Yy = L1 sin 91 + L2 Sin(91 —+ 92) (84)
De forma similar al procedimiento anterior se desarrolla la
expresion para la coordenada g,
qz = q3(1 - Sa) (85)
2
— - (for1 - ) - /280 ) (36)
=q3—qs3 ( _ S2Q2) \/ _ 52222)52?2 (1—s1) 87

+2292 (1 — 81))
= (1—s1)g3 + (251 — 1)52Q2 — 24/51(1 — 51)(g3 — 52Q2)52Q2
(88)




1534

sustituyendo el valor de g3 de acuerdo con la ley cruz definida

como q3 = Q1 + Q2 — 2/Q1Q2(1 — s2) se obtiene
ge = (1 —s1) (Ql + Q2 —2v/Q1Q2(1 — 52)> + (251 — 1)52Q2 (89)
—24/s1(1 — 81)82Q2\/Q1 + Q2 —2v/Q1Q2(1 — s2) — s2Q2

=+2¢/51(1 — 51)52Q2(v/Q1 — /(1 = 52)Q2) (90)
(1 =51)(Q1+ Q2) +52Q2(2s1 — 1) — 2(1 — 51)/Q1Q2(1 — s2)
=Q1(1 —51) + Q2s152 + Q2(1 — 51)(1 — s2) ©n

—2(1 - 51)V/Q1Q2(1 — 52) +2¢/Q1Q2s152(1 — 51)
—2Q2/s152(1 — 51)(1 — s2)
=Q1(1—s1) +2(1 —51)v/Q1Q2(1 — s2) — 2¢/Q1Q25152(1 — 51)
+Q2(1 — s1)(1 — s2) — 2Q2+/s152(1 — 51)(1 — 52) + Q25152 (92)

sustituyendo los valores de s; y sg por sus equivalentes
trigonométricos en la ecuacion anterior se obtiene lo siguiente

gz = Q1 cos? 01 + 2/Q1Q2 cos? 07 cos? 0 + Q2 cos? 01 cos? 0 93)
—24/Q1Q2 cos 01 sin 1 sinO2 + Q2 sin? 61 sin? 0
— 2Q2 cos 07 cos B2 sin O1 sin O2

% = (L1 cosO1 + Lo cos(61 + 62))2 (94)

reemplazando los quadrance por las distancias euclidianas

2% = L% cos? 01 + 2L1 Ly cos? 01 cos? 02 + L% cos? 61 cos? 0y (95)
— 2L1 Lo cos 01 sin 64 sin 05 + L% sin? 01 sin? 0
— 2L§ cos 01 cos O3 sin 01 sin 62

x? = (L1 cos 01 + Lo cos(61 + 02))?2 (96)

aplicando raiz cuadrada a la ecuacién anterior se obtiene

x = Ly cosBy + Lo cos(6y + 05)

CINEMATICA INVERSA 2 GDL

Los pardmetros articulares para el mecanismo de dos GDL
mostrado en la Figura 4 se calculan con las ecuaciones

s1 = 8, @ sq 97)

(Q1+ Q2 — g3)?
401Q2
La equivalencia del segundo pardmetro articular so se

obtiene despejando el término fraccionario y aplicando raiz
cuadrada, como se muestra a continuacion

sp=1-— (98)

Qi+0Q2—gs
1—s9= 99)
2VQ1Q2
teniendo en cuanta la equivalencia 1 — s; = cos®fy y

reemplazando el valor de los quadrance por sus equivalentes

euclidianos se obtiene

124 12— R?
201 Lo

la expresioén anterior es la misma que se utiliza habitualmente

para calcular la cinemadtica inversa del mecanismo mostrado
en la Figura 3.

cosfy = (100)

La equivalencia del pardmetro s; se obtiene reemplazando
las variables s/, y s, en la ecuacién (97), donde s/, se obtiene
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utilizando la ley de spread y s, se obtiene utilizando la
definicién de spread.

5202 oty

a3 a3
en la ecuaciéon anterior el simbolo & corresponde a la
operacion suma de spreads, el cual serd explicado al final de
esta demostracion, por tanto, analizaremos los términos de la
ecuacién anterior por separado.

(101)

S1 =

La equivalencia para el primer término s/, =
obtiene aplicindole raiz cuadrada, como se muestra a con-
tinuacién

52Q2 se
g3

- /2@
AN

dado que s/, = sin?f la equivalencia trigonométrica de
acuerdo con la Figura 3 seria la siguiente

(102)

sin 92 LQ
R

a la relacioén anterior se le conoce como la ley de senos, por

lo que la ley de spread es equivalente a la ley de senos. Para

obtener la equivalencia del segundo término de la ecuacién

(99) se le aplica raiz cuadrada

sin 8 = (103)

R TR (104)
q3 R
es evidente que la ecuacién (101) se puede reescribir como
sin?0; = sin®a @ sin? (105)

la ecuacién anterior es equivalente a la funcion trigonométrica

sin#; = sina + sin 8 (106)

dicha equivalencia se obtiene aplicando la definicién del
simbolo &, la cual se demuestra a continuacion.

SUMA DE SPREADS

Adicionalmente al procedimiento anterior es necesario
definir los simbolos & y © como la suma y resta de spreads,
los cuales no corresponden a la suma y resta que habitualmente
conocemos. Analizando la Figura 13 se puede deducir como
calcular la suma de spreads. Las expresiones matematicas que

Fig. 13. Diagrama para el andlisis de la suma de spreads
permiten desarrollar sumas y restas de spreads estan dadas por
Sq D sp = <\/sa(1 — sp) + \/sb(l — sa)>2
S, 0 8y = (\/sa(l —8p) — \/sb(l - sa))2

(107)

(108)
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de acuerdo con la Figura 13, usando la ley de spread se obtiene
Sq D Sp 1— s 1—s,
= = (109)
Q2B Q) Q@3 Q3
de la ecuacion (109) se deducen las siguientes dos ecuaciones

(1 — 56)(Qo B @)

S0 @ sp= (110)
Qs

50 @5y = L= 5a)(Q2 B Q) 111)
Q3

dado que ambas expresiones son equivalentes se afirma que

(-)(@BQ) _ (1-s)(@BQ)
Q3 @3

usando la definicién de spread y reemplazando Q3 y Q% en

la ecuacién anterior se obtiene la siguiente expresion

(1—sp)(1 —5a)(@QBQY) (1 —5a)(1—s)(Q2H Q)
Q1 Q1

(113)

por consiguiente, simplificando y igualando la ecuacidn ante-
rior con la ecuacion (111) se obtiene

2
w@n=QBQ=(VQ:+VQ) (14
los valores de Q2 y Q5 se calculan como
Q2 = [1?3&1} (1 - 51)5 (115)
r Q3
QQ = |:1_Sb:| (1 — Sa)Sb (116)

en las ecuaciones (115) y (116) ambos términos entre
paréntesis cuadrados son equivalentes. La ecuacién (117) se
obtiene reemplazando estos términos en la ecuacién (111) y
realizando algunas operaciones algebraicas

@3 ?

T Va1 —sp) + /(1 —84))  (117)
la expresion entre paréntesis cuadrado puede ser reemplazada
por la ecuacién (109)

Sqa B sp = [22:322} (\/sa(l —s) + \/sb(l — Sa))2
(118)

finalmente, moviendo el denominador al lado derecho y
tomando la raiz cuadrada a ambos lados de la ecuacion, obten-
emos el resultado. Para la resta de spreads, el procedimiento
es similar pero en lugar de usar H se usara H.

Sq D sp = (\/Sa(l —sp) + \/sb(l - su))2

sa@sb{

(119)

CINEMATICA PARA MECANISMOS DE 3 GDL

Los teoremas de equivalencia para los mecanismos de 3
GDL siguen el mismo procedimiento y utilizan las mismas
férmulas que los cuatro teoremas enunciados anteriormente,
por dicha razén hemos decidido no ponerlos. Sin embargo
para que el lector no tenga que consultar todas las referencias
bibliograficas, a continuacién se enuncian las cinco leyes
principales de la trigonometria racional.

1535

Teorema de Pitdgoras: El teorema de Pitdgoras de forma
racional se define de acuerdo con la siguiente ecuacion y solo
se puede aplicar cuando A; A3 1 A3zAs

Q3 = Q1+ Q2 (120)
Q; A,
Q,
A, A
Q,

Fig. 14. Diagrama para el andlisis de la suma de spreads

Formula de triple quad: A diferencia del teorema de
Pitdgoras, para aplicar la férmula del triple quad, se debe
verificar que A;, Ay y As sean colineales.

(Q1+ Q2 — Q3)* = 4Q1Q> (121)

Q; Q Q,

Q1 Q1 Q
Q.

A, A; A, A, A; A,

Fig. 15. Diagrama para el andlisis de la suma de spreads

Ley de spread: La ley de spread que se muestra en la
ecuacién (122) y se corresponde con la ley de senos en la
trigonometria clasica. Esta ley da una relacion entre los spreads
y los quadrances de un tridngulo.

51 sz 83
Q1 Q2 Qs

Ley cruz: La ley cruz se corresponde con la ley de cosenos
en la trigonometria clésica. La ley cruz se define de acuerdo
con la siguiente ecuacion.

(Q1+ Q2 — Q3)* = 4Q1Q2(1 — s3)

Formula de triple spread: La férmula de triple spread que
se muestra en la ecuacion (124) es similar a la ley cruz. En
este caso, los valores para los quadrances se intercambian por
sus spreads correspondientes.

(122)

(123)

(51 + 89 — 53)% = 4s155(1 — 53) (124)



