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Subspace Identification of Linear Systems with
Partial Eigenvalue Constraints

R. Ricco, A. Verly, M. de Paula, and B. Teixeira

Abstract—For subspace identification methods with eigenvalue
constraints, the constraints are enforced by means of an optimiza-
tion problem subject to LMI constraints. First principals or step
response tests could be used as a source of auxiliary information
in order to build LMI regions. In these cases, all the eigenvalues
of the identified state-space model are subject to the same
constraints. However, it often happens that the non-dominant
eigenvalues have larger real part or larger natural frequencies.
In this paper, we propose a two-step method in order to constrain
the dominant dynamics of SISO models into LMI regions. In
virtue of this result, in addition, the model eigenvalues could
be constrained into disjoint LMI regions. Numerical examples
illustrate the effectiveness of our proposed method.

Index Terms—Subspace identification, Partial eigenvalue con-
straint, Gray-box identification, Linear systems, LMI, SISO
systems.

I. INTRODUCAO

informacao auxiliar pode ser utilizada em identificagdo

de sistemas para incorporar determinadas propriedades
do sistema sob investigacdo, tais como, ganho em estado esta-
ciondrio [1]-[3], restri¢cdes de igualdade nos estados [4], curva
estatica ndo linear [5], entre outras. O uso dessas informagdes
auxiliares se faz necessdrio, principalmente, quando os dados
sdo limitados em termos de persisténcia de excitacdo, nimero
de amostras ou, no caso de sistemas ndo lineares, limitagao de
pontos de operacdo nos dados [6]. Na maioria dos casos, essas
limitagdes ocorrem devido a restri¢cdes de testes na operagio
do sistema, principalmente no caso de dados origindrios de
registros histéricos do processo [7]. Como mostrado em [8],
o uso apropriado de informagdo auxiliar pode contribuir na
solu¢do do problema de modelos obtidos por meio de dados
limitados de entrada e saida.

Recentemente, o desenvolvimento de métodos de
subespacos caixa-cinza tem chamado a aten¢@o da comunidade
cientifica de modelagem e controle [1]-[3], [9]-[12], mesmo
sendo um desafio [13]. Tal desafio se deve a dificuldade
dos modelos estimados terem significado fisico, tendo em
vista que sdo estimadosa menos de uma transformacdo de
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similaridade desconhecida. Em [9] , uma metodologia para
garantir a estabilidade dos modelos obtidos em espaco de
estados é estabelecida. O caso recursivo foi tratado em
[12]. No trabalho de [1], o ganho em estado estaciondrio é
utilizado como informacdo auxiliar em uma das etapas do
método de identificacdo por subespagos em batelada. Em
um procedimento similar, [10] inserem a informacdo auxiliar
da constante de tempo e ganho em estado estaciondrio em
modelos estimados de primeira ordem. Em [2], é proposta
uma metodologia que permite utilizar a informag¢do auxiliar
do ganho em estado estaciondrio e de termos nulos na matriz
de transferéncia em modelos multivaridveis variantes do
tempo. Em consequéncia dos trabalhos de [10] e [2], em [3]
as informagdes auxiliares de constante de tempo em sistemas
de primeira ordem, ganho em estado estaciondrio e de termos
nulos na matriz de transferéncia em modelos multivaridveis
sdo utilizadas em um procedimento de identificacdo por
subespacos em malha fechada. Dentre esses trabalhos, o
trabalho de [11] se destaca pela proposta de uma abordagem
que permite inserir informacdo auxiliar da localizagdo dos
autovalores (polos) do sistema por meio de regides LMIs (do
inglés, linear matrix inequalities).

Aspectos préticos relacionados a0 mapeamento de regides
LMI em tempo discreto para restringir os autovalores de mode-
los, como proposto em [11], foram recentemente discutidos em
[14]. Nesse tltimo trabalho, informac¢des da dindmica domi-
nante em tempo continuo, tais como o sobressinal, periodo
entre oscilacdes e tempo de acomodacio sdo utilizados como
base para formar regides LMI convexas em tempo discreto.
Uma das lacunas discutidas em [14], no uso de regides LMIs
por meio dessa abordagem, € a impossibilidade de restringir
somente os autovalores relacionados a dinidmica dominante
do sistema. Nesse sentido, sistemas com autovalores nao
dominantes reais ou de alta frequéncia estariam sujeitos as
mesmas restricdes dos autovalores dominantes. No melhor do
conhecimento dos autores, restringir os autovalores de forma
parcial em identificagdo por subespacos ainda é uma questao
em aberto. Embora em alguns casos o efeito da dindmica nio
dominante de alta frequéncia possa ser negligenciado devido
a restricdes nos testes, como apontado no inicio desta secdo,
ter a possibilidade de restringir somente os autovalores con-
hecidos previamente também é um resultado relevante. Nesse
caso, tem-se em mente o conhecimento prévio de autovalores
obtidos por meio das equagdes que regem o sistema dinamico.

Dessa forma, a contribuicdo deste trabalho é propor uma
metodologia em duas etapas para identificacio de modelos
SISO (do inglés, single-input single-output) no espago de
estados com restricdo parcial nos autovalores. Esta proposta
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¢ baseada em parte no desenvolvimento proposto por [15]
em alocacdo parcial de polos de sistemas de controle robusto
operando em malha fechada.

Este artigo € organizado como se segue. Na Secdo II é
formulado o problema sob investigacdo. Nas Secdes III e IV,
sao apresentadas as ferramentas metodoldgicas essenciais para
o desenvolvimento deste trabalho. Na Secao V € apresentada
uma nova metodologia em duas etapas para identificacdo por
subespacos com restri¢do parcial nos autovalores de sistemas
SISO. Os exemplos numéricos da Secdo VI ilustram a efe-
tividade do método proposto. Por fim, na Secdo VII sdo
apresentadas as conclusdes.

1I. FORMULA(;AO DO PROBLEMA

Considere o sistema linear, estritamente estavel, discreto e
invariante no tempo representado por

Az + Bug + wy,
Cxp + Duy, + v, (1)

Tk4+1 =
Y =

em que A € R"*", B ¢ R"*!, C ¢ R'™*" e D € R'*!. Os
vetores x; € R", up € R e yi € R representam, respecti-
vamente, os estados desconhecidos, a entrada conhecida e a
saida medida. As sequéncias wy, € R" e v, € R s@o os ruidos
de processo e de medi¢do, respectivamente, ambos assumidos
Gaussianos com média nula.

Assumindo que a matriz de observabilidade estendida

orsfct (cAaT (CAMT ] 2)

seja obtida por meio de algum método de identificagdo por
subespacos da classe MOESP (do inglés, multivariable output
error state space) [13]. Assumindo também que informacao
auxiliar dos autovalores (polos) dominantes de A em (1) esta
disponivel.

Este artigo tem como objetivo geral impor restricdes parciais
nos autovalores da matriz A do modelo estimado para (1) em
uma metodologia de duas etapas. Como objetivo especifico,
propde-se estimar a matriz A, a menos de uma transformacao
de similaridade desconhecida, sujeita a restricdes nos autoval-
ores dominantes.

III. IDENTIFICACAO POR SUBESPACOS COM RESTRICAO
NO GANHO EM ESTADO ESTACIONARIO

Em identificacdo por subespacos, o método MOESP com
restricdo no ganho em estado estaciondrio utiliza a matriz
de observabilidade estendida O para estimar as matrizes A
e C' do modelo (1). Logo apds, por meio de Ae C, da
informagao auxiliar do ganho em estado estaciondrio K do
sistema e dos dados de entrada uj e saida yj, as matrizes
B e D sdo estimadas [1]. Neste trabalho, a informacdo do
ganho em estado estaciondrio K estd disponivel. Ressalta-
se que a restricdo de ganho em estado estaciondrio nao é
fundamental para a aplicagdo da metodologia proposta neste
artigo. Essa escolha tem como objetivo a comparacdo das
metodologias para o mesmo ganho em estado estaciondrio,
tendo em vista que , com dados restritos, os modelos podem
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falhar na estimag@o do ganho.Esse procedimento é brevemente
revisitado em seguida.

Segundo [13], da primeira linha da matriz (2) obtém-se
C = 0(1 ;)» em que os subscritos de O denotam o estilo de
indexacdo do Matlab. Por melo da proprledade de invariancia
no tempo, definem-se Op 2 O(l k-1, :) € O, 2 (9(2 k, )+ Es-
sas matrizes deslocadas permitem estimar a matriz A solucio-
nando o problema de minimos quadrados linear

Jo(A) 2 [0ea =01 . 3)
cuja solucdo analitica é dada por
A= (0OF0y)~*0L0,. (4)
De posse das matrizes AeC,a equacdo de saida (1) pode
ser escrita como

—1
Y= Zuf@éﬁk_T_l vec(B)+ (uf ®1;)vec(D)+ex, (5)
=0
em que e; € o termo relacionado a contribui¢do do ruido e
® € o operador produto de Kronecker [13]. A partir de (5)
deseja-se encontrar B e D. Dessa forma, define-se

J(0) = ||y — Z76]7, (6)

onde Y representa os vetores <y, empilhados,
97 = [vec(B) vec(D)]" e Z = (¢, ... 1bn), em que
-1
Zuf@CAk_T_l> (uf®). (7)
a=0
A solucdo que minimiza a funcdo custo (6) é dada por
0=(2"2)"'2", (8)

caso o ruido que contamina o sistema (1) for Gaussiano, pode-
se afirmar que o estimador (8) ndo € polarizado [1].

Em [1] assume-se que a soma dos elementos da resposta
ao impulso de um sistema assintoticamente estdvel € igual ao
valor em estado estaciondrio desse sistema

D+CB+CAB+CA’B+---+CA*B=K. (9

De (9), ap6s algumas manipulacdes, obtém-se
S8 =G, (10)
em que S = [Il ®CI, — At Il} e G & vec(K). A

solucdo do problema (6), sujeito a restricdo
estado estaciondrio (10), é dada por

de ganho em

0. =0—(272) ST [S(Z2T2) ST (S6-G). (1)
IV. IDENTIFICA(;AO POR SUBESPACOS COM RESTRI(;AO

NOS AUTOVALORES

O problema de otimizagdo (3) pode ser reformulado como
um problema de otimizacdo sujeito a restricdes LMI com o
objetivo de impor restrigdes nos autovalores de A em um con-
junto convexo. Nesta secdo, esses resultados sdao brevemente
revisitados seguindo o desenvolvimento de [11].
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A. Utilizando a Matriz de Observabilidade Estendida

Com o objetivo de resolver o problema convexo de
otimizagdo sujeito a restricdes nos autovalores, multiplica-se
(3), a direita, pela matriz P = PT e R " tal que

Jo(A,P) = |[OgAP — O1P|p. (12)

A funcéo obtida em (12) deve ser linearizada, tal que AP =
Qe Q € R"™ ™ assim

Jo(Q.P) = [00Q — O1P|p. (13)

A fungdo custo linearizada (13) estd escrita em um formato
adequado para inserir restricdes de D-estabilidade nos autoval-
ores de A, conforme serd mostrado nas préximas subsecdes.

B. Restrigdo nos Autovalores

O conceito de regides de estabilidade LMI, introduzido ini-
cialmente em [16], define regides convexas do plano complexo
como LMIs. De acordo com [16], um sistema dinidmico é
denominado D-estdvel se todos os autovalores da matriz A
estdo contidos na regido D. Desse modo, A é denominada
D-estavel.

Uma regido LMI é uma regido convexa D do plano com-
plexo, definida em termos de uma matriz simétrica o e uma
matriz quadrada 8 [11], tal que

D = {:€C: fp(2) >0}, (14)

em que

fo(z) = a+pz+p"2",

€ a fungdo caracteristica cujos parimetros « e [ podem ser
utilizados para formar desigualdades do tipo Lyapunov. As
fun¢des caracteristicas que definem as regides LMIs utilizadas
neste trabalho para a escolha dos parimetros « e [ sdo apre-
sentadas na Subse¢do IV-C e seguem as abordagens propostas
em [11] e [14].

Empregando o teorema de [11], adaptado em [16], tem-se:

Teorema 4.1 ( [16]): Os autovalores de uma matriz A estio
no interior de uma regido LMI dada por (14), se e somente
se, existir uma matriz simétrica P € R™*" tal que

15)

P=P' >0 Mp(AP)>0, (16)

em que

Mp(A,P)=a®@ P+ B® (AP) + BT @ (AP)T.

Segundo [11], o problema de identificacdo por subespagos
com restricdo nos autovalores (MOESP-R) é dado por

7)

minimize Jo(Q, P),
sujeitoa  M(Q,P) >0, (18)
pP=PT >0,

tr(P) = n,
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em que Jo(Q, P) é dado por (13). Desse modo, uma vez
estimadas as matrizes ) e P, tem-se que A= QP

Observagdo 1: Vale notar que, com o objetivo de melhorar
o condicionamento numérico do problema, [11] introduz a
condigdo tr(P) = n em (18), forcando uma possivel solucéo
P=1

Observagdo 2: Destaca-se que, no problema de otimizagao
com restricdo (18) proposto por [11], todos os autovalores
estdo sujeitos as mesmas restricdes LMI. Assim, mesmo que
alguma informacgdo auxiliar de cada um dos autovalores do
sistema estivesse disponivel, todos os autovalores do modelo
estariam sujeitos as mesmas restricdes LMI. Desse modo, de
acordo com as informacdes auxiliares, deve-se avaliar qual a
melhor restricdo para o sistema a ser identificado.

A interse¢do de diferentes regides LMI convexas também
forma uma regido LMI convexa [16]. Nesse sentido, o Lema
4.2 é de interesse.

Lema 4.2 ( [16]): Dadas N regides LMIs {D1,...,Dn},
a intersecdo dessas regides D = D; N --- N Dy tem como
fungdo caracteristica

fp(z) = diag{fp,(z), - .- 19)

) f'DN(z)}

C. Regides LMI iiteis em Identificacdo por Subespacos

As subsecdes a seguir apresentam alguns tipos de regides
LMI dteis em identificagcdo por subespagos. A Fig. 1 exempli-
fica cada uma dessas regides.

1) Regido Re(z) > o (Fig. la):

Fato 4.1 ( [11]): O conjunto

S={ze€C:Re(z) > 0,0 >0},

¢ equivalente a regido LMI fs(z) > 0,

fs(z)z[(l) gaj|+|:8 ”H{g (1)]2' (20)

Essa regido pode ser utilizada quando se tem a informacao
auxiliar aproximada da localizagdo dos autovalores domi-
nantes.

2) Regido Im(z) = 0 (Fig. 1b):

Fato 4.2 ( [11]): O conjunto

P ={z € C:Im(z) =0},

é equivalente a regido LMI fp(z) > 0,

0 0 0 1 0
re=[o o]+ [ o=+
Essa regido € util quando a resposta do sistema € de primeira

ordem ou sobreamortecida. Além disso, quando a ordem do

sistema € impar, sabe-se que ao menos um dos pdlos do
sistema € puramente real.

_01 ] 25, (21
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(a) (b)
Im(z) Im(z)
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(©) (d)
Im(z) Im(z)
—

/ 4

4 Re(z) Re(z)

a Re(2) / Re(z)

|

Fig. 1. Regides LMI no plano-z. Os autovalores dos modelos identificados sdo restritos as regides em destaque: (a) a direita de o (Re(z) > o); (b) no eixo
real (Im(z) = 0); (c) dentro do circulo centrado em a de raio r (|z| < r) e (d) a direita do cone de angulo ¢ (|Im(2)| < Re(z)tan(¢)).

3) Regido do disco centrado em a e raio r (Fig. Ic):
Fato 4.3 ( [11]): O conjunto

C={z€C:|z|<r,0<r <1},

é equivalente a regido LMI f¢(z) > 0,

= [}l 12 2]

+ { 8 al* }z* (22)

Se a € R, entdo o disco é simétrico em relagdo ao eixo
real. Para r = 1 e a = 0, tem-se a condicdo de estabilidade
de Lyapunov para sistemas discretos. Essa regido € qtil para
formar regides LMI quando se tem o sobressinal ou tempo de
acomodacdo obtidos de testes de resposta ao degrau do sistema
sob investigacdo [14].

4) Regido a direita do cone (Fig. 1d):

Fato 4.4 ( [14]): O conjunto

Cm ={z € C: |Im(z)| — Re(z)tan(¢) < 0},

em que tg(¢) = |Im(z)|/Re(z) € equivalente a regido LMI
fem(2) 20,

e = [0 0]+ 50 S
[ iffslgi; _siﬁigﬁ) ]Z (23)

Segundo [14], esse tipo de regido mapeia as bandas das
frequéncias amortecidas wy do plano-s para o plano-z.

Maiores detalhes sobre o mapeamento de informacdo auxil-
iar de regides do plano-s para o plano-z podem ser consultados
em [14].

V. IDENTIFICACAO POR SUBESPACOS COM RESTRICAO
PARCIAL NOS AUTOVALORES

A metodologia desenvolvida a seguir difere-se da proposta
por [11], uma vez que é possivel utilizar informago auxiliar
para restringir a estimacdo dos autovalores de (1) separada-
mente. Com essa finalidade, inspirando-se no procedimento
proposto por [15], propde-se resolver o problema em duas
etapas.

A. Estrutura da Matriz de Transicdo de Estados A

Primeiramente, escreve-se equagdo caracteristica A(z) €
C™ de A na forma fatorada como

Az 2 ] ﬁ(z+pij) : (24)
i=1 [j=1

em que n, € Z% € o nimero de particdes do polindmio,
m; € o nimero de autovalores por particdo, i € Z% € a
posi¢do de cada particdo e j € Z% € a posi¢do de cada
autovalor em cada uma das parti¢cdes. Considerando que nao
ha cancelamento entre polos e zeros do sistema, os autovalores
de A sdo idénticos aos polos da equagdo caracteristica (24).
Assumindo-se que os autovalores reais e complexos de (24)
sdo diferentes, cada particdo pode ser apresentada na sua forma
canonica de Jordan, dada por

A; = diag{pi1, pios - - - Pim, }- (25)

Deve-se observar que a parti¢do representada em (25) também
pode ser escrita na forma candnica modal.

Se a informagdo auxiliar sobre n., particdes estdo
disponiveis, entdo a equagdo caracteristica da matriz A (24)
pode ser reescrita como

A & diag{A,..., A, As}, (26)

em que Age € 0 conjunto de particdes desconhecidas. Con-
siderando o conjunto de particdes conhecidas, escritas em
bloco, como A, = diag{A;,..., A, }. Por simplicidade, no
restante do manuscrito, considera-se que

A = diag{Aco, Age}- 27

Observacdo 3: O particionamento de A proposto em (27)
forca o desacoplamento dos estados e a estrutura do modelo a
ser estimado. Dessa forma, assume-se que, ao usar a estrutura
(27), o sistema a ser identificado é desacoplado.

Observagdo 4: Nota-se que, dependendo do conhecimento
prévio que se tem, a posicdo das submatrizes de blocos A,
e Age podem ser trocadas. Dado que a posicéo dessa matrizes
influenciam no desenvolvimento das préximas subsecdes, por
questdes simplificadoras, assume-se que a informagdo prévia
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serd utilizada para restringir os autovalores do bloco Ag,. O
resultado contrdrio pode ser facilmente obtido com algumas
manipulagdes.

Definindo-se P = PT € R"*" e

P & diag{P,,, I}, (28)

em que P, ¢ um conjunto de matrizes simétricas P,V ¢ €
{1,...,n¢}, de modo que cada uma dessas matrizes sdo
associadas a cada uma das submatrizes de A,.

Observacdo 5: Definindo-se a matriz simétrica P = P7T
como P = diag{Il, Py}, os resultados a seguir podem ser
facilmente estendidos para as matrizes associadas a Ag.. Na
prética, como se tratam de pardmetros dos quais ndo se possui
nenhuma informagdo prévia, € de interesse a0 menos inserir
uma restricdo de estabilidade nas submatrizes associadas a
esses parametros.

Nas proximas subse¢des a metodologia MOESP com
restri¢do parcial (RP) nos autovalores é proposta.

B. MOESP com Restricdo Parcial (RP) nos Autovalores

Seguindo um procedimento similar ao exposto na subsecio
IV-A, multiplicando-se (3) pela matriz (28) a direita, tem-se

Jone(AP) = [|OgAP = O1P|p. (29)
Reparametrizando (29) com AP = @, tem-se
Jore(Q.P) = [00Q = O:P||F, (30)
em que ) é dada por
Q £ diag{Qcm Ade}y (31

€ Qco = AcoPco~

Dado que a regido D-estdvel é definida levando-se em
consideracdo apenas os autovalores a serem estimados, obtém-
se

MD(QcmPco) :a®Pco+5®Qco+6T®Qz;- (32)

C. Identificacdo por Subespacos com Restricdo Parcial dos
Autovalores

O problema de identificacdo por subespagcos com restri¢do

parcial dos autovalores pode ser formulado da seguinte
maneira
minimize Jog, (Q,P),
sujeito a  Mp(Qeo,FPeo) > 0, (33)
P, =PL >0,

tr(Peo) = n — m,

em que m é o nimero de polos desconhecidos, Jog. (Q,P)
€ dada por (30), Mp(Qeo,Pr0) € dada por (32), @ é dada por
(31), P é dada por (28) e A é dada por (25), (26) e (27). Se
o problema (33) for factivel, tem-se que Aey = Qm(pco)*
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Observagdo 6: O problema de otimizacdo (33) pode ser
formulado adicionando as restricdes Mp(Qge,Pae) > 0,
Pje = PL > 0 e tr(Py) = m de forma a garantir estabilidade
nos autovalores de Ag4.. Nesse sentido, (04 deve ser formulada
a exemplo de (31) com os termos da diagonal principal
invertidos.

D. Procedimento em Duas Etapas

O Algoritmo 5.1 apresenta a solucdo de (33) em duas
etapas. Na primeira etapa, utiliza-se a informacgdo a priori
do sistema, que pode ser relativa a posicdo dos autovalores
dominantes. Como proposto em [14], tal informacgdo pode
ser obtida por meio de ensaios ao degrau ou a partir das
equacdes fenomenoldgicas do sistema dinamico. De posse
da informagdo a priori, a estimacdo dos demais autoval-
ores desconhecidos é realizada por meio do método MOESP
utilizando-se de restri¢gdes de D-estabilidade para garantir que
o modelo estimado seja estavel.

A segunda etapa tem como objetivo aprimorar a estimativa
dos autovalores pré-estabelecidos na primeira etapa. Dessa
forma, inverte-se a ordem das solugdes. Utilizam-se os
autovalores estimados, via MOESP, na etapa anterior como
autovalores fixos e realiza-se uma nova estimagdo, também
via MOESP, por meio de restrigdes de D-estabilidade para
estimar os autovalores pré-estabelecidos na primeira etapa.
Uma questdo importante desta abordagem € a possibilidade
de restringir regides D-estdveis de formas disjuntas. Desse
modo, os autovalores podem ser estimados em regides LMIs
distintas sem a necessidade de haver interse¢@o entre essas.

Algoritmo 5.1: MOESP com restricio parcial (RP) nos
autovalores.
1° Passo: Por meio dos dados de entrada e saida, estime O.
2° Passo: Estime C e avalie se alguma informagdo prévia do
sistema estd disponivel. Se estiver, defina as parti¢des n,, o
nimero de autovalores m; de cada uma das n,, particGes € as
regides LMI no qual os autovalores das n., particdes serdo
estimados.

1* Etapa MOESP-RP
3° Passo: Fixe os autovalores de A, oriundos da informacio
auxiliar e estime por meio de (33) os autovalores de A4, com
restricdo de estabilidade.
2% Etapa MOESP-RP

4° Passo: Fixe os autovalores de Ay, estimados no Passo 3 e
estime por meio de (33) os autovalores de A., com restri¢do
de estabilidade de acordo com as regides definidas no Passo
2.
5° Passo: Verifique se a informagdo de K estd disponivel.
Se estiver, com os valores de A e C estimados nos passos
precedentes, estime B e D com restri¢do no ganho em estado
estaciondrio por meio de (11).
6° Passo: Valide o modelo estimado com restrigdes parciais
nos autovalores e avalie a necessidade de voltar ao Passo 2,
redefinindo as regides obtidas por meio da informagao auxiliar.

O
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VI. RESULTADOS NUMERICOS

Nesta secdo, aplica-se a metodologia proposta na Se¢do V
em dois sistemas simulados, um de terceira ordem e outro de
quarta ordem. Os resultados do MOESP-RP sao comparados
aos resultados dos métodos MOESP irrestrito e MOESP-R
[11]. Para a resolu¢do dos problemas de otimizacdo com
restricdes convexas, as ferramentas YALMIP e MOSEK [17],
ambos pacotes do MATLAB, sao utilizadas.

A. Sistema de Terceira Ordem

Considere o sistema representado por
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s3 + 3052 + 400s + 4000’
cujos autovalores da matriz A correspondente do espaco de
estados s@0 519 = —5 413,235 € s3 = —20. O sinal de saida
do sistema é medido com uma taxa de amostragem 715 =
0,03s e contaminado com ruido Gaussiano v com média nula
e desvio padrdo o, = 0,1. Para realizar a identificacdo do
sistema, utiliza-se um sinal de entrada bindrio pseudo aleatério
(PRBS) de 16 bits com periodo entre bits de 1 amostra, com
tempo de simulagdo de 5s. Sdo investigadas 200 execucdes
com diferentes realizacdes de ruido.

A informacdo a priori é extraida de um procedimento de
média simples de cinco respostas ao degrau contaminadas com
ruido Gaussiano v com média nula e desvio padrdo o, = 0,1,
semelhante ao procedimento adotado em [14]. De posse das
informagdes de médximo sobressinal, tempo de pico e valor
em regime permanente, obtém-se o ganho K = 0,25 e os
autovalores dominantes s7’,”"* = —6,25 £ 10,65j. Com a
finalidade de aplicar o método MOESP-RP, os autovalores sdo
mapeados para o plano-z utilizando a relacdo z = e®1275 [14];
ver legenda da Fig. 2.

Nesse sentido, definem-se duas regides LMI diferentes entre
as etapas 1 e 2 do método MOESP-RP na estimacdo de
autovalores para (34); ver Algoritmo 5.1. Na etapa 1, como
a informacdo sobre a posi¢do do terceiro autovalor é descon-
hecida, restringe-se a estimacao ao intervalo de nimeros reais
entre [0.01 0.99]. Esta regido é definida pela interse¢do do
eixo real e o disco de raio r = 0,49 e centro a = 0,5; ver
subsecdes IV-C2 e IV-C3. Na etapa 2, que trata da estimacdo
de autovalores complexos conjugados com informacgdo a pri-
ori, a regido LMI € definida como sendo a intersecdo de um
cone amortecido com ¢ = 35°, ver Subsecdo IV-C4, e um
disco com especificacdes a = 0,5 e r = 0,49. Essa tltima
regido € escolhida como restricdo do método MOESP-R.

A Fig. 2 ilustra os resultados das estimativas dos trés
métodos comparados entre si com a posicdo real dos autoval-
ores (x). Nota-se que o MOESP irrestrito (4) produz modelos
instadveis. Além do mais, observa-se que o MOESP-RP (x)
produz melhores estimativas do que o MOESP-R (x). Estes
resultados sugerem que o uso de informacdo a priori em
regides disjuntas contribui para estimativas dos autovalores
dominantes com maior precisdo em comparagdo ao MOESP-
R.

Analisando os histogramas das 200 simulagdes de Monte-
Carlo dos autovalores estimados na Fig. 3, observa-se o par de

F(s) = (34)
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Im(z)

Re(z)

Fig. 2. Posigdes dos autovalores no plano-z. A posi¢do verdadeira dos
autovalores (x) é z12 = 0,79 £ 0,335 e z3 = 0,55. Em (+) tém-se as
estimativas do MOESP irrestrito. A regiao LMI do MOESP-R ¢ representada
pela intersecdo do disco (—-) com o cone amortecido ( ), cujos autovalores
estimados sdao dados por (x). A regido LMI da etapa 1 do MOESP-RP ¢é
limitada pelo disco (—-), enquanto a regidao LMI da etapa 2 do MOESP-RP
¢ a mesma do MOESP-R. As estimativas do MOESP-RP sdo dadas por ().

autovalores conjugados (z1,2) € o polo real z3 estimados pelo
MOESP-RP a esquerda e pelo MOESP-R a direita. Em ambos
os métodos, os autovalores complexos dominantes estdo mais
proximos dos autovalores de (34). Por outro lado, no MOESP-
RP os autovalores complexos apresentam menor dispersao
e maior precisdo se comparado ao MOESP-R. Observando-
se a resposta ao degrau obtida pela média e desvio padrio
dos modelos estimados pelo MOESP-PR (——) e MOESP-R
(— ) em comparagdo com a resposta do sistema (34) (—)
na Fig. 4, fica evidente a menor dispersdo e maior precisao
do MOESP-PR observada na Fig. 3. Apesar da melhora na
estimacdo da parcela dominante, o autovalor real ndo é bem
estimado tanto pelo MOESP-RP quanto pelo MOESP-R. Em
especial, o MOESP-RP estima o autovalor real préximo a
zero. Conjectura-se que, ao impor restricdo nos autovalores
dominantes por meio do MOESP-RP, a estimacio do autovalor
real é polarizada. Acredita-se que esse € o pre¢o que se paga
ao melhorar a estimacdo dos autovalores dominantes com
restricdo.

B. Sistema de Quarta Ordem

Considere o sistema representado por

Fls) — 100

(8) = ST 105 + 5052 + 805 + 100°
cujos autovalores da matriz A correspondente do espaco de
estados sdo s1 0 = —4,17£3,97j e s34 = —0,83+1,537; ver
legenda da Fig. 5 com os autovalores do plano-s mapeados no
plano-z. O sinal de saida do sistema ¢ medido com uma taxa
de amostragem 75 = 0,1s e contaminado com ruido Gaussiano

(35)
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Fig. 3. Histogramas dos autovalores dos modelos estimados pelo MOESP-RP (a esquerda) e MOESP-R (a direita) para todas as 200 simula¢des de Monte
Carlo. Em (a), (c) e (e) sdo apresentadas a parte real e imagindria do autovalor complexo conjugado e o autovalor real estimados pelo MOESP-RP. Em (b), (d)
e (f) sdo apresentados a parte real e imagindria do autovalor complexo conjugado e o autovalor real estimados pelo MOESP-R. Em vermelho apresentam-se

os autovalores verdadeiros do sistema simulado (34).
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Fig. 4. Em (-) apresenta-se a saida y(kT’s) obtida por meio da simulagdo para
uma entrada ao degrau unitdrio em (34) sem ruido. A média de 200 realiza¢des
das respostas ao degrau s@o apresentadas em (— -) para o MOESP-R, em (- -)
para 0 MOESP-RP e em (- -) para o MOESP irrestrito. Os respectivos desvios
padrdo sdo mostrados pelas regides sombreadas.

v com média nula e desvio padrdo o, = 0,1. Na identificacio
do sistema, aplica-se um sinal de entrada PRBS de 16 bits

com periodo entre bits de 6 amostras durante 15s. Sdo es-
tudadas 200 execucgdes com realizagdes de ruido diferentes.
A informacdo a priori é obtida com o mesmo procedimento
apresentado na Subse¢do VI-A, resultando em ganho K =1
e autovalores dominantes s7',”"" = —0,73 & 1,36 [14].

Para a estimacdo dos modelos, a metodologia MOESP-
RP utiliza regides LMIs distintas em cada uma das etapas.
Na etapa 1, a regido LMI € definida a direita do plano-z
para ¢ = 0,05, ver Subsecdo IV-Cl, e limitada por uma
circunferéncia com a = 0 e r = 0,99, ver Subsecdo IV-C3. A
regido escolhida para a etapa 2 utiliza informacdo a priori na
construcao das restricdes LMI. Dessa forma, a regido referente
a informacdo auxiliar disponivel é dada pela interse¢do de uma
circunferéncia com a = 0 e r = 0,99, um cone amortecido
com ¢ = 15°, ver Subsecdo IV-C4, e a regido a direita do
plano-z em o = 0,8. Essa dltima regido LMI € escolhida
como restricdo do método MOESP-R.

A Fig. 5 apresenta os resultados das estimativas dos trés
métodos comparados entre si com a posicdo verdadeira dos
autovalores (*). O método MOESP irrestrito (4) apresenta
estimativas instdveis. Como pode ser notado, na etapa 1 do
MOESP-RP (%) as estimativas dos autovalores ndo dominantes
ficam dispersas. Contudo, as estimativas da etapa 2, autoval-
ores dominates, sio menos dispersas ao redor do autovalor
dominantes de (35) em comparacdo ao MOESP-R (x).

z

Esse resultado é confirmado pela andlise das repostas ao
degrau unitdrio do sistema (35) (-) na Fig. 6 obtidas para
os 200 modelos estimados por cada um dos trés métodos,
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Fig. 5. Posi¢des dos autovalores no plano-z. A posicdo verdadeira dos
autovalores () é z12 = 0,91 £ 0,145 e 234 = 0,61 £ 0,255. Em (4)
tém-se as estimativas do MOESP irrestrito. A regido LMI do MOESP-R ¢é
representada pela interse¢do do plano a direita da reta (—-) com o interior do
cone amortecido ( ) e limitada pelo interior do disco (—-), cujos autovalores
estimados sdo dados por (x). A regido LMI da etapa 2 do MOESP-RP ¢ a
mesma do MOESP-R. As estimativas do MOESP-RP sao dadas por (x).
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Fig. 6. Em (-) apresenta-se a saida y(kTs) obtida por meio da simulag¢do
para uma entrada ao degrau em (35) sem ruido. A média de 200 realizagdes
das respostas ao degrau sdo apresentadas em (— -) para 0o MOESP-R, em (- -)
para 0 MOESP-RP e em (- -) para 0 MOESP irrestrito. Os respectivos desvios
padrdo sdo mostrados pelas regides sombreadas.

a saber: MOESP (- -), MOESP-R (— ) e MOESP-RP (- -).
Apesar do resultado do MOESP-RP em média ser equivalente
ao do MOESP-R, uma caracteristica importante do modelo
¢é preservada com a metodologia MOESP-RP. Analisando a
parte destacada na Fig. 6, observa-se que o MOESP-RP em
média apresenta modelos de fase minima, como em (35). Por
outro lado, as estimativas do MOESP-R e o MOESP em média
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apresentaram modelos de fase ndo-minima. Estes resultados
sugerem que a metodologia de duas etapas confere maior
liberdade na estimativa do autovalores ndo dominates, o que
acaba contribuindo para a estimacdo dos zeros dos modelos.
Vale ressaltar que se o modelo estimado for utilizado para
aplicacdes em controle, a inversdo de fase é caracteristica
indesejavel. Um outro ponto a se destacar € que a dispersao e
polarizacdo dos autovalores nao dominates ndo influenciaram
significativamente nas respostas ao degrau unitdrio obtidas
pelos modelos estimados.

VII. CONCLUSOES

Neste artigo o problema de identificagdo por subespagos
com restricdo parcial nos autovalores € tratado. Assumindo
que os estados do sistema a ser identificado sdo desacoplados,
uma metodologia de duas etapas é proposta.

Apesar de forgar a estrutura do modelo ao considerar que
os estados sao desacoplados, os resultados numéricos indicam
que a metodologia proposta contribui para a melhora do
desempenho dos modelos estimados em comparacdo com as
metodologias irrestrita e com restri¢do em todos os autoval-
ores.

E importante mencionar que o presente artigo, por propor a
estimagdo de modelos SISO com restri¢do nos autovalores de
forma parcial, possibilita a criacdo de regides LMI que podem
ser disjuntas entre si. Essa proposta tem o objetivo de langar
uma luz para novos estudos e aprofundamento de propostas
na area. Com efeito, envidar esforcos no futuro para propor
uma metodologia para estimar modelos de sistemas MIMO (do
inglés, multiple-input multiple-output) com restricdo parcial
nos autovalores é de interesse.
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