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A Hybrid Approach to Solve SAT and UNSAT
Problems

F. Silva, J. Neves, S. Dias, L. Zarate, and M. Song

Abstract—This work involves the construction of a hybrid
approach to solve SAT and UNSAT problems. The solution
combines techniques found in Stalmarck and DPLL algorithms
for solving propositional satisfiability problems. We extend the
Stalmarck rules in order to reduce computational cost during the
deduction phase. We applied our solution to SAT and UNSAT
instances. From the results it was found that this approach
showed good results for UNSAT industrial instances. In some
cases, our approach obtained gains of 45% to 60% in terms of
efficient when compared to existing approaches. We compared
our solution against the best known SAT solvers such as ZChaff
and RSat. The techniques and methods involved are described in
the article.

Index Terms— DPLL, SAT, Stalmarck, UNSAT.

I. INTRODUCAO

IVERSOS trabalhos tém contribuido para a evolugdo dos

solucionadores reduzindo o tempo de processamento e
aumentando o tamanho e complexidade do problema a ser
resolvido [1, 2]. Como pode-se observar em [3], anualmente
competigdes sdo realizadas com o objetivo de buscar
solucionadores cada vez mais eficiente para a solugdo de
problemas da natureza deste trabalho.

Atualmente sdo inumeras as aplicagdes SAT, dentre as
quais cita-se: a verificagdo de equivaléncia em circuitos
combinatérios [4], a identificacdo e remogdo de redundancias
em circuitos combinatérios [5], a verificagdo de
microprocessadores [6], a utilizagdo em teoria da
complexidade [7], em arquitetura de computadores - alocagio
de registradores [8], em testes de algoritmos de criptografia
[9] e na analise de DNA para tratamento de doengas [10].
Além destes, existem trabalhos que procuram realizar a
analise, correcdo e verificacdo de sistemas utilizando
diferentes técnicas. Por exemplo, em [11] os autores propdem
uma abordagem para realizar a verificacdo formal de um
sistema distribuido modelando a comunicagdo como um
programa concorrente, instanciando o sistema distribuido
utilizando encadeamentos e filas atomicas. J4 em [12] os
autores realizam uma andlise automatica de imagens para
identificagdo de falhas em plantagdes.
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Basicamente, um problema SAT consiste na atribui¢do de
valores as variaveis de uma expressdo logica disposta em
forma normal conjuntiva. Uma simples abordagem para o
problema ¢é dispor tais varidveis na forma de uma arvore
binaria de decisdo, percorrendo-se os caminhos a procura de
uma solucdo. Entretanto, esta proposta ¢ inviavel na pratica:
considerando-se uma expressdo com n variaveis tem-se 20
caminhos distintos a serem percorridos. Em problemas reais,
que muitas vezes sdo modelados com milhdes de variaveis, a
abordagem ¢ impraticavel.

Um problema denominado satisfazivel, também conhecido
como problema SAT (satisfiable ou satisfativel), ¢ aquele
caracterizado por uma formulagdo de expressoes
proposicionais. Esta tem uma importancia tedérica uma vez que
esta foi a primeira vez que provou ser um problema NP-
Completo [7]. Neste caso, modela-se o sistema como um
problema SAT e com o uso de verificadores SAT torna-se
possivel realizara analise, a verificag@o e a geracao de casos de
teste para sistemas de hardware e/ou software, também
contribuindo para a eliminagdo e corre¢dao de erros nas fases
iniciais de um projeto quando o custo de corrigi-los ¢ ainda
baixo.

Muitas abordagens tém sido propostas com o objetivo de
resolver tal problema, como por exemplo, abordagens
baseadas em DPLL (Davis—Putnam—Logemann—Loveland) —
atualmente a base de varias solugdes [13]. As principais
solugdes propostas compartilham das mesmas heuristicas,
como o aprendizado de clausulas de conflito, backtracking e
outros. A maioria sendo aplicada para problemas SAT.

O objetivo deste artigo é apresentar uma abordagem hibrida
para resolver problemas SAT baseados em DPLL e métodos
de Stalmarck que também ¢ uma abordagem para a resolugdo
de problemas UNSAT (unsatisfiable ou ndo satisfativel), o que
diferencia este trabalho dos demais.

Na Secdo II sera descrito o problema SAT e a defini¢do de
tautologia e contradigdo. Na Segdo III apresenta as abordagens
de DPLL e Stalmarck. Na Secdo IV a abordagem hibrida para
problemas SAT. Na secdo V apresentamos os resultados da
solugdo hibrida e na Secdo VI as conclusdes e trabalhos
futuros.

II. O PROBLEMA SAT

O problema satisfazivel (problema SAT) pode ser declarado
como: dada uma expressdao booleana E, decida se ha alguma
atribuicao as variaveis em E, de modo que E seja verdade.

Basicamente, o problema ¢ descrito como uma formula
proposicional, normalmente expressa em uma forma normal,
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que € composta por variaveis proposicionais, operadores
logicos (A e V) e o operador unario —. Podem-se considerar as
varidveis proposicionais que assumem apenas valores
verdadeiros ou falsos.

Uma formula f ¢ dita estar em CNF (conjunctive normal
form ou forma conjuntiva normal) se estd definida sobre as
conjuncdes de cldusula. Em cada cldusula, no maximo, os
conectivos (¢ci A €2 A €3 A ... A ¢y) sdo apresentados. O operador
— ndo pode ser repetido (como — —) e é aplicado apenas a
variaveis proposicionais. Observe que f ¢ satisfazivel apenas
se todas as clausulas forem consideradas como verdadeiras.
Caso contrario, ou seja, ndo satisfazivel, ocorre quando pelo
menos, uma clausula € avaliada como falsa.

Uma expressdo booleana ¢ satisfazivel se houver pelo
menos uma atribui¢do booleana para as variaveis que avaliam
a expressdo CNF como verdadeira. O problema pertence a
uma classe especifica de problemas de decisdo, ou seja,
problemas que admitem apenas uma resposta sim ou nenhuma.
Basicamente, a tarefa envolvendo um solucionador SAT é
encontrar uma atribuicdo de valores para as variaveis
booleanas para satisfazer todas as clausulas. Encontrar essa
atribuicdo resolve-se entdo o problema.

Para avaliar dois conceitos de f'sdo necessarios: tautologia e
contradigdo. A tautologia pode ser definida como uma
expressdo proposicional em que o resultado de sua tabela
verdade contém apenas valor de verdade. Em outras palavras,
a tautologia ¢ qualquer expressdo proposicional cujo valor
logico é sempre verdadeiro. Pelo contrario, a contradi¢do pode
ser definida como qualquer expressdo proposicional que a sua
tabela verdade contém apenas valores falsos, ou seja, para
qualquer expressdo proposicional cujo valor logico é sempre
falso.

III. ABORDAGEM PARA SOLUCIONADORES SAT

Esta secdo descreve as abordagens DPLL e Stalmarck para
resolver problemas SAT.

A. Metodologia DPLL

O primeiro algoritmo denotado DP (Davis—Putnam) resolve
problemas SAT, mas limitado a uma resolucdo de espaco
exponencial [14]. As melhorias no algoritmo DP resultaram na
abordagem DPLL que procura reduzir o uso exponencial de
memoria.

Uma simples solugdo para problemas SAT ¢é pesquisar
atribui¢Oes de valores para varidveis representadas como uma
arvore de decisdo bindria. Dada uma expressao com n
varidveis, 2" caminhos distintos podem ser gerados.

A solugdo DPLL consiste em um procedimento de busca em
profundidade, com backtracking, através de todos os caminhos
possiveis. Basicamente, este ¢ composto pelas seguintes trés
etapas:

1. BCP (Boolean  Constraint  Propagation ou
Propagacgdo de restricdo booleana) - se houver uma
clausula com apenas um literal, ou seja, uma clausula
de unidade, este literal deve fazer parte da solugio.
As clausulas contendo o literal podem ser eliminadas
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e aquelas que contém a sua forma de nega¢do podem
ser simplificados.

2. Eliminagdo pura de literal - as clausulas contendo
literais puros podem ser eliminadas. O literal ¢
considerado puro se, em cada clausula, aparecer
apenas na sua forma positiva ou negativa.

3. Pesquisa para tras: considerando @ uma formula na
CNF, aplique o BCP ¢ a eliminagdo literal pura em
@. Escolha aleatoriamente uma variavel x e execute o
algoritmo para @(x). Se uma solugdo for encontrada,
o problema ¢ provado ser satisfazivel. Caso contrario,
execute o algoritmo para @(x). Se uma solugdo for
encontrada, o problema ¢ satisfazivel. Se nenhuma
solucdo foi encontrada, o problema ¢ UNSAT.

A seguir, o esboco do DPLL ¢ apresentado. Considerando
@ uma formula CNF e II o conjunto de termos atribuidos
como verdade, que esta inicialmente vazio:

funcao DPLL(®, IT)

(1) setodas as clausulas de @ sdo verdadeiras

entdo retorne verdadeiro;
(2) se uma ou mais clausulas de @ ¢ falsa

entdo retorne falso;
(3) seexiste alguma Unica clausula ¢ em @

entdo retorne DPLL (atribua (¢, @), I1 Ac);
(4) se existe algum literal puro c em @

entdo retorne DPLL (atribua (¢, @), I1 Ac);
(5) c: =pesquisaliteral (®);
(6) retorne DPLL (atribua (c, @), I1 A ¢) ou

DPLL (atribua (— ¢, @), I1 A~ ¢);

Importante destacar que a maioria das ferramentas SAT séo
baseadas no DPLL. Basicamente, os desenvolvimentos sdo
implementagdes diferentes para os mecanismos descritos.

B. A Abordagem Stalmarck

A abordagem de Stalmarck verifica tautologia em uma
expressdo proposicional [15]. O algoritmo difere da DPLL por
confiar na busca em largura na pesquisa do espaco da solug@o.
Por isso, um importante e preliminar passo ¢ mudar uma
instancia do CNF em uma implicagdo (um processo de
transformagao) [16].

O método de Transformacdo consiste em converter uma
expressdo de CNF em uma IE (implication expression ou
expressdo de implicacdo). O processo de transformagdo é uma
fun¢do de complexidade linear [17]. O método aplica as
seguintes regras de transformagao:

1) AvBem—~A—B

2) AABem—(A——B)

3) "—AemA

4y~ AemA—0

O uso de regras de transformag@o resulta em uma expressio
que contém varidveis, parénteses e a implicacdo conectiva
(—). Considere a seguinte expressao CNF: (a V b) A (—a).
Aplicando as regras de transformagdo, obtém-se:

e 4):(avb)A(a—0)

o (I):(ta—b)A(@a—0)

* ®:((a>0)—b)A(a—0)

e (@7 (l@a—=0)—=b)—~(a—0)

* P~ (l@a—=0)—=b)—((a—0)—0)
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* W ((@a—=0)—=b—((a—0)—0)—0)

Uma expressdo 4 — B pode ser definida como C=4 — B
ou C=— A4V B. A nova variavel C representa o resultado de
A — Beotriplo (C, 4, B) representa C=A4 — B.

O processo de transformagdo converte a expressao CNF (a
Vb)A(—a)em (@ = 0) = b) = ((@a = 0) = 0)) = 0).
Convertendo a expressao de implicagdo em triplos resultados:

- X1=(@—0)

— Expressao: (X1 — b) — (X1 — 0)) — 0)
- X =X —0)

— X3 = (X] — b)

— Expressao: (Xz3—X2) — 0)

— X4= (X3 — XQ)

— Expressao: (X4 — 0)

— X5 = (X4 — 0)

— Expressdo: X;s

Note que o problema descrito como (a V b) A (—a) € agora
representado pelas triplas (Xs, X, 0), (X4, X3, X2), (X3, X3, D),
(X2, X1, 0) e (X1, a, 0).

Conforme observado, a aplicagdio das regras de
transformag¢do cria novas variaveis para representar as
implicagdes (X1, X2, X3, Xa e X5). Pode-se observar que essas
novas variaveis nao sdo as apresentadas no problema original,
mas apenas as representagdes do conectivo logico (—). O
problema original agora esta reduzido ao Xs.

Aumentar o nimero de variaveis ¢ um aspecto negativo do
processo de Stalmarck. Mesmo assim, ¢ um processo eficiente
para verificar tautologia [15].

O método de resolugdo proposto por Stalmarck é uma prova
por contradi¢do. A expressdo f ¢ assumida como falsa. No
caso de uma contradigdo a ser encontrada, a expressdo ¢ uma
tautologia. Esta situa¢do ocorre quando um terminal triplo (1,
1,0), (0, X, 1) e (0,0, Y) é obtido.

Considere, como exemplo, a expressdo a — (b — a),
equivalente as triplas X; = b — a, X> = a — Xj. Observe que a
variavel X, representa o resultado da expressdo inicial
assumida como falsa (0). A partir desta decisdo, uma série de
agoes ¢ desencadeada com base nas triplas. Essas a¢des s@o os
resultados da aplicacdo das sete regras de Stalmarck descritas
a seguir.

Considerando uma tripla genérica (R, X, Y) onde R=X — ¥
ou R=—XVY,sido tomadas as seguintes decisdes:

Regral: (0, X, Y)=>X=1eY=0

Regra2: (R, X,1)>R=1

Regra3: (R,0,Y)=>R=1

Regrad: (R, 1,Y)=>R=Y

Regra 5: (R, X,0)=> R=—X

Regra 6: (R,R,Y)>R=1e¥Y=1

Regra7: (R, X, X) > R=1

As sete regras acima sdo responsaveis por escolher os
valores corretos a serem atribuidos as variaveis para resolver o
problema [18, 19, 20, 21, 22, 23, 24].

O exemplo a seguir ilustra a aplicacdo das sete regras.
Considerando a expressdo a — (b — a), representada pelas
triplas (X2, a, X1) e (X1, b, a):

e assumindo que X; = 0, pode ser aplicado a Regra 1 em

(X2, a, X)), portanto, resultandoema=1¢ X, =0,
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e por causa disso, obtém-se a tripla (0, b, 1), que ¢ um
terminal triplo.

e pode-se deduzir que, considerando a expressdao
equivalente a falhas falsas, a uma contradi¢do. Entdo, a
expressao ¢ uma tautologia.

Note que as sete regras ndo podem ser sempre aplicadas.
Como, por exemplo, a situagdo em que ¢ obtida uma tripla (1,
X, 1). Neste caso ndo hd nenhuma regra a ser aplicada, uma
vez que dois valores possiveis podem ser atribuidos a variavel
X. A situagdo ¢ definida como um dilema [25, 26].

A atividade a ser realizada ¢ verificar os dois valores
possiveis para a variavel X. E importante definir um conjunto
S1 das atribui¢des geradas quando X = 1 e um conjunto Sy das
atribuicdes geradas quando X = 0. Se uma contradigdo for
encontrada de ambas as formas, entdo uma tautologia ¢
alcancada. Se a contradi¢do for encontrada em um dos dois
caminhos, por exemplo, S, entdo as atribuigdes Sy sdo validas.
Se nenhuma contradicdo foi encontrada em ambos os
caminhos, entdo S; N Sy [27,28].

C. Saturagdo x Complexidade

A saturag@o ¢ um termo relacionado a extensdo do método
do dilema. Existem problemas cuja solugdo pode ser
encontrada, aplicando apenas as sete regras, por exemplo, a —
(b — a). Observe que esta expressdao leva a uma solucdo
(tautologia) sem qualquer aplicagdo do processo de dilema.
Estes problemas sdo considerados como 0-saturacdo. Pode-se
compreender 0-saturagdo como uma classe de problemas cuja
resolucdo ¢ dada pela avaliagdo de um tUnico caminho que
atribui valores a variaveis.

O problema no qual a solugdo ndo pode ser encontrada
apenas pelas sete regras, ou seja, usando a abordagem de
dilema, sd3o considerados n-saturagdo (1 < n < o) onde »n
refere-se ao nimero de variaveis simultaneamente trazidas
para o dilema.

Por exemplo, na secdo anterior apenas avaliou-se uma
variavel X. Isso levou a andlise simultinea de 2' caminhos. Os
problemas resolvidos desta forma sdo designados como 1-
saturacao.

Em alguns casos, a solugdo ndo pode ser encontrada através
da 1-saturagdo. Portanto, ¢ necessario expandir a regra do
dilema em 2 variaveis diferentes, ou seja, X e Y. Observe que 2
varidveis no dilema exigem a analise de 2% caminhos
simultaneamente - referente a diferentes tarefas para as
varidveis X e Y (00, 01,10,11).

O algoritmo de Stalmarck aumenta sucessivamente o
método do dilema para n-saturagdo, onde n é o numero de
variaveis do problema. A solugdo proposta ¢ O (n** " 1), em
que n ¢ o niumero de variaveis de instancia e k o nivel de
saturagao.

Note que, para a situagdo extrema onde k = n o algoritmo
tem desempenho ruim. Mas de acordo com Stalmarck, na
pratica, a maioria dos problemas reais (industrial) pode ser
resolvida dentro de 2-saturagdes [15]. A analise do algoritmo
Stalmarck que compara a solugdo proposta e a abordagem
DPLL pode ser encontrada em [29].
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IV. ABORDAGEM HiIBRIDA

A sec@o anterior apresentou a abordagem Stalmarck e
DPLL. Esta secéo pretende apresentar uma ferramenta hibrida
baseada em ambos os métodos.

A partir da analise anterior, pode-se observar que as
expressdes tautologicas se assemelham a uma contradigio.
Enquanto o primeiro tem apenas valores verdadeiros, o outro
tem apenas valores falsos. Assim, o método Stalmarck
também pode ser usado para verificar se uma expressiao
proposicional ¢ uma contradi¢do. Neste caso, um problema
UNSAT.

Com base nessas observagdes, foi criada uma ferramenta,
para lidar com instancias UNSAT. Esta solugdo foi usada para
verificar instancias industriais UNSAT. A solugdo pressupde
que a expressao € SAT. Se uma contradi¢do (terminal triplo)
for encontrada, a expressao ndo ¢ satisfatoria, caso contrario, é
confirmado o SAT.

Depois, converte este em uma expressdo de implicagdo - um
conjunto de triplas. Em seguida, o conjunto ¢ submetido aos
processos de decisdo, deducdo e saturagdo baseados na
abordagem Stalmarck.

E importante notar que as sete regras definem uma relagio
de causa e consequéncia. Por exemplo, ao aplicar a regra 1,
cada tripla (R = 0, X =?, Y =?) Pode ser reduzido para X =1 ¢
Y=0.

Propomos algumas extensdes, com base nas sete regras
originais, para reduzir custos computacionais durante o
processo de deducdo:

e Regral: (0, X,V)>X=1e¥Y=0
Extensodes: (R, 1,0) > R=0
e Regra2:(R,X,1)>R=1
Extensdes: (R,0,1) = R=1,(R, 1,1)>R=1
e Regra3:(R,0,Y)>R=1
Extensdes: (R,0,0)0=R=1,(R,0,1)>R=1

V. RESULTADOS: ABORDAGEM HIiBRIDA X ZCHAFF X RSAT

Esta secdo apresenta os resultados alcangados pela
ferramenta. Conforme destacado em [15], o método de
Stalmarck apresenta resultados melhores para problemas
industriais. Assim sendo, foi feita uma avaliacdo do
desempenho da abordagem hibrida, nesta classe de problemas,
em relagdo a dois solucionadores baseados em DPLL.

Para as analises, foram utilizadas cerca de duzentas
instancias, retiradas das competicdes SAT [3]. A Tabela I ¢
uma amostra retirada do universo de testes. Nesta tabela, os
tempos de execugdo estdo expostos em segundos, sendo o
limite para time out de 3.600s.

O primeiro solucionador escolhido foi o ZChaff, por ser o
campedo da competicdo SAT (classe industrial) em 2004 e
pelo fato da primeira etapa de resolugdo da abordagem hibrida
ser baseada em seu codigo [3]. Ja o solucionador RSat foi
escolhido por ser eficiente para instancias industriais UNSAT,
sendo o campedo da competi¢do SAT nesta categoria em 2007
[3].

A seguir apresentamos uma breve descrigdo das Instancias
presentes na Tabela I:
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o *bmc*.cnf: problemas BMC - bounded model
checking.

e eq*.cnf: problemas de verificagdo de equivaléncia em
hardware.

e phyhala*.cnf: problemas construidos. Forma de
construgdo: A permuted SAT Competition formula with
seed.

e “*pipe*.cnf: formulas geradas na verificagdo formal de
microprocessadores superescalares [30].

e ndhf-xits-*.cnf / rbel-xits-*.cnf / rpoc-xits-*.cnf: Bio-
Instancias submetidas a competi¢do do SAT de 2009.

Como esperado a solugdo baseada em Stalmarck ndo obteve
bom desempenho para instncias satisfaziveis. A Tabela I
mostra os resultados da execucao dos trés solucionadores para
problemas industriais UNSAT de diferentes naturezas. Como
pode ser observada nesta tabela, a abordagem hibrida
apresentou o seguinte resultado, em termos de tempo de
execucao:

— Para as instancias pyhala*.cnf foi em média 45% superior
ao ZChaff e 80% superior em relacdo ao RSat.

— Para as instincias eq*.cnf foi significativamente mais
rapido que os outros dois solucionadores, resolvendo os
problemas centenas e em alguns casos milhares de vezes mais
rapido.

— Para as instancias *xits*.cnf obteve desempenho superior,
pois resolveu a maioria dos problemas dentro dos 3.600s
enquanto as outras ferramentas ndo conseguiram resolver as
mesmas instancias no prazo. Destacando que para a instancia
rbcl-xits-06-UNSAT.cnf o  solucionador RSat obteve
desempenho superior e em alguns casos as trés ferramentas
abortaram por time out.

— Para as instancias *pipe*.cnf foi em média 5% inferior ao
ZChaff e 28% superior ao RSat. Destacando que para
instancias com maior volume de variaveis da abordagem
hibrida foi superior também ao ZChaff.

— Para as instancias *bmc*.cnf a abordagem hibrida ndo
apresentou bom desempenho, s6 conseguindo resolver a
instancia hoons-vbmce-lucky?7.cnf com desempenho proximo
aos dos outros solucionadores.

Observando as instdncias relativas a verificagdo de
equivaléncia em hardware (eg*.cnf), em que a abordagem
hibrida obteve desempenho destacado, pode-se notar uma
interessante caracteristica: a maioria das clausulas presentes
nestas formulas sdo de tamanho igual ou inferior a 3 literais,
incorrendo na geragdo de um niimero pequeno de triplas para
se representar as clausulas e consequentemente a instancia.

Por este motivo intui-se que a velocidade da ferramenta
esta diretamente relacionada ao nimero de triplas necessario
para se representar a instancia, obtendo-se a solucdo mais
rapida para problemas representados por um conjunto de
clausulas pequenas.

E importante destacar que os algoritmos utilizados sdo
todos deterministicos e influenciados principalmente pelo
nimero de varidveis e clausulas de cada problema
representado por certa instancia.
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TABELAI

ABORDAGEM HIBRIDA X ZCHAFF X RSAT

(INSTANCIAS INDUSTRIAIS UNSAT)
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A execucdo de cada solucionador, para uma dada instancia,
sempre produz o mesmo resultado, pois os passos executados

s%0 sempre os mesmos. A execugdo repetida poderia ser

InstAncia Varidveis  Clausulas V=02 ZChaff  RSat influenciada pelo Sistema Operacional quando, por exemplo,
yhalbraunmeat 5428 oeas IR T YRR ou‘]elt‘O a interrupgoes. E'ntretanj[o, testes realizados
30-4-01.shuffled.cnf anteriormente para certas instdncias ndo resultou em
pyhala-braun-unsat- 5428 17845 41,823 92,31 59,894 . . . .
30-4-02.shuffled cnf diferengas significativas de tempo.
pyhala-braun-unsat- 5428 17845 1,236 68,912 61,102
30-4-03.shuffled.cnf
pyhala-braun-unsat- 5428 17845 16,835 77,111 66,72 VI. CONCLUSAO
30-4-04.shuffled.cnf
gghjlg-lbr:u%ugsa*f 7383 24320 324,363 260,008 818,648 O presente artigo descreve a construgdo de uma ferramenta

-4 .Sshuiltled.cn . . . ~
pyhala-braun-unsat- 7383 24320 83,715 167,067 745332 de codigo aberto. Tal ferramenta tem por objetivo a resolugédo
35-4-02.shuffled.cnf . A . . oge .
ohola brawnoumsat. 7383 24320 198,187 244000 790554  de instdncias do problema da satisfabilidade, utilizando a
35-4-03.shuffled.cnf 1 5 1 1
it 7383 24320 35.183 223 112sses  aplicagdo de conceitos dos algorltrpos de Stalmarck e DPFL..
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