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Abstract—The present work is concerned to solve the problem
of nonlinear robotic control systems on the basis of Takagi-
Sugeno (T-S) fuzzy models. In addition, controllability and
observability studies for T-S fuzzy model systems are consid-
ered for Single-Input Single-Output (SISO) and Multiple-Input
Multiple-Output (MIMO) systems. In particular, the robust pole
assignment approach is extended to the fuzzy field. This approach
is used to design fuzzy stabilizers and fuzzy observers directly on
the overall T-S fuzzy system. The latter one is the representation
of the nonlinear robotic system, which is linearized around
certain operation regions. The suggested method is considered for
either SISO or MIMO systems. Furthermore, the method allows
inducing an arbitrary behavior into the fuzzy plant in a relatively
easy way. Two examples are used to verify the effectiveness of
the proposed approach. The results are compared with the well-
known Parallel Distributed Compensation (PDC) method, which
is designed on the basis of Linear Matrix Inequalities (LMIs).

Index Terms—Takagi-Sugeno Fuzzy Model, Fuzzy Control
Systems, Fuzzy Controllability, Fuzzy Observability, Robust Pole
Assignment.

I. INTRODUCCIÓN

LOS sistemas robóticos adquieren cada vez más importan-
cia en muchos campos de la ciencia, la industria e incluso

en el hogar (robots domésticos). Esta tendencia impulsa la
búsqueda de métodos prácticos de control [1] que sean más
robustos [2] y que garanticen el desempeño de estos sistemas.

En un número considerable de casos los sistemas robóticos
están descritos por modelos no lineales, complejos y de gran
interés en diferentes áreas de aplicación [3], [4], [5] y [6].

Afortunadamente, el modelado difuso Takagi-Sugeno (T-S)
permite aproximar la dinámica no lineal mediante la combi-
nación de subsistemas lineales locales. En consecuencia, es
posible simplificar el análisis y diseño de los controladores.
Muchos de estos resultados se encuentran publicados en [1],
[7], [8], [9], [10], [11], [12] y [13].
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México, agrandem1500@alumno.ipn.mx.

J. Rodrı́guez, SEPI-ESIME Zacatenco, Instituto Politécnico Nacional,
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En [14] particularmente, se presenta el análisis de estabil-
idad con base en el método directo de Lyapunov, donde se
propone una función candidata y se establece un criterio de
estabilidad local en los parámetros del sistema, finalmente el
principio de invariancia de LaSalle se utiliza para garantizar
la estabilidad asintótica. Como es de esperar, uno de los
principales problemas en el diseño del control difuso es el
de asegurar la estabilidad global y robusta del sistema bajo la
influencia de la señal de control. Otros enfoques de estabilidad
difusa se pueden encontrar en trabajos como [15], [16],[17],
[18], [19] y [20].

Entre los métodos de estabilidad difusa existentes, se tiene
un resultado particularmente interesante, debido a su simplici-
dad para estabilizar modelos difusos tipo T-S, conocido como
compensador paralelo distribuido (PDC, Parallel Distributed
Compensator). La idea principal del método PDC es diseñar
de forma distribuida cada regla de control, compensando
cada regla del modelo difuso T-S, además, se obtiene una
condición de estabilidad con base en el enfoque de Lyapunov
y se expresa en términos de un conjunto de desigualdades
matriciales lineales (LMI) [21]. Por lo tanto, el diseño del
estabilizador difuso se reduce al problema de la búsqueda
numérica de una matriz común de Lyapunov y un conjunto
de ganancias locales que satisfagan las desigualdades antes
mencionadas [13].

Sin embargo, el PDC es en general, un método conser-
vador y las condiciones de equilibrio no se pueden imponer
fácilmente, (véase el ejemplo 2). El lector puede consultar,
[14], [22], [23], [18], [24], [25] y [26] y sus referencias, donde
se estudian enfoques más relajados de estabilidad difusa.

Es importante mencionar que en [27], se muestra un método
para estabilizar una clase de sistemas difusos T-S en términos
de la fórmula de Ackermann, la idea principal es ubicar de
forma deseada un conjunto de valores propios difusos y con-
struir el polinomio caracterı́stico, además, mediante el teorema
de Cayley-Hamilton y la matriz de controlabilidad se calcula
el vector de ganancias para el estabilizador difuso no lineal,
asimismo, en [27] se propone el diseño de un observador di-
fuso tipo T-S bajo el mismo enfoque. Sin embargo, esta técnica
tiene la desventaja que sólo se pueden aplicar a sistemas de
una sola entrada. En [10], la inclusión de nuevas funciones
de interpolación permite diseñar observadores y controladores
difusos mientras se mantienen los valores propios definidos en
los subsistemas lineales locales.
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Motivados por extender la asignación de valores propios a
los sistemas difusos con varias entradas, este trabajo propone
un método alternativo para estabilizar una clase de sistemas
difusos tipo T-S a través de la consideración de algunas
propiedades del sistema en lazo cerrado. El enfoque dado en el
presente trabajo es válido tanto para sistemas SISO como para
sistemas de múltiples entradas MIMO. Además, se muestran
estudios de controlabilidad y de obsevabilidad con el fin de
verificar a priori la existencia del estabilizador difuso.

Las contribuciones de este trabajo se pueden resumir de la
siguiente manera:

• Un enfoque práctico, a través de la asignación de polos,
para lograr la estabilización arbitraria de los sistemas
difusos T-S, tanto para sistemas SISO como MIMO.

• El análisis de las condiciones de existencia de un esta-
bilizador difuso general, para todo t ≥ 0, tomando en
cuenta, como máximo, dos reglas difusas activadas en el
mismo instante.

• Un algoritmo de fácil implementación en software
matemático como Matlab o Mathematica.

• Un análisis de controlabilidad y observabilidad para
sistemas difusos T-S del tipo SISO como MIMO.

II. EL MODELO DIFUSO TIPO T-S

Considere el sistema no lineal definido por:

ẋ(t) = f(x(t), u(t)),

y(t) = g(x(t), u(t)),
(1)

donde x(t) ∈ Rn es el vector de estado de la planta,
y u(t) ∈ Rm es el vector de entrada. TomohiroTakagi y
Michio Sugeno propusieron un modelo difuso compuesto por
un conjunto de subsistemas lineales “mezclados” adecuada-
mente por sentencias del tipo SI-ENTONCES capaces de
relacionar el conocimiento fı́sico, caracterı́sticas lingüı́sticas y
las propiedades del sistema. Este modelo representa con éxito
un sistema no lineal, al menos dentro de una región predefinida
del espacio de fase [28],[11]

Modelo
Regla i:
SI z1(t) es M i

1 y · · · y zp(t) es M i
p,

ENTONCES
{
ẋ(t) = Aix(t) +Biu(t),
y(t) = Cix(t),

i = 1, 2, . . . , r.

(2)

donde r es el número de reglas difusas del modelo; p
es el número de conjuntos difusos; las reglas M i

j con i =
1, 2, . . . , r, y j = 1, 2, . . . , p, están definidas a partir del
conocimiento previo de la dinámica del sistema; Ai ∈ Rn×n,
Bi ∈ Rn×m y Ci ∈ Rq×n.

Entonces, dado un par (x(t), u(t)) la dinámica del sistema
difuso se infiere de la siguiente forma [11]:

ẋ(t) =
∑r
i=1 hi(z(t)){Aix(t) +Biu(t)},

y(t) =
∑r
i=1 hi(z(t))Cix(t),

(3)

donde x(t) ∈ Rn es el vector de estados de la planta, u(t) ∈
Rm es la señal de entrada al sistema, hi(z), i = 1, 2, . . . , r,
es el peso normalizado de cada regla, el cual depende de la

función de membresı́a para la variable premisa zj en M i
j , j =

1, 2, . . . , p, es decir,

ωi(z(t)) =

p∏

j=1

M i
j(zj(t)), hi(z(t)) = ωi(z(t))

r∑

i=1

ωi(z(t))

, (4)

r∑

i=1

hi(z(t)) = 1, hi(z(t)) ≥ 0, (5)

para toda t, donde M i
j(zj(t)) es el valor de

la función de membresı́a de zj(t) en M i
j con

z(t) = [ z1(t) z2(t) . . . zp(t) ] como una función
de x(t), i = 1, 2, . . . , r y j = 1, 2, . . . , p.

A partir de (1) el sistema difuso se puede reescribir de la
siguiente forma

ẋ(t) = A(x(t))x(t) +B(x(t))u(t),

y(t) = C(x(t))x(t),
(6)

donde

A(x(t)) =

r∑

i=1

hi(z(t))Ai, B(x(t)) =
∑r
i=1 hi(z(t))Bi,

C(x(t)) =

r∑

i=1

hi(z(t))Ci.

En las siguientes secciones, se analizará la controlabilidad
y observabilidad de los modelos difusos T-S mediante la ex-
tensión de algunos resultados conocidos para sistemas lineales
variantes en el tiempo.

III. ANÁLISIS DE CONTROLABILIDAD PARA SISTEMAS
DIFUSOS

Para los sistemas lineales invariantes en el tiempo las
condiciones de controlabilidad se exponen en el siguiente
teorema [29].

Teorema 1. Un sistema lineal es definido como

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t),
(7)

donde A, B y C son matrices constantes de dimensión n×n,
n × m y q × n, respectivamente; se dice que el sistema es
controlable si y sólo si la matriz de controlabilidad C, definida
como

C =
[
B AB A2B . . . An−1B

]
, (8)

tiene rango pleno, es decir, igual a n.

Proof. Ver [30].

Por otra parte, en [30] se dan las condiciones de controla-
bilidad para sistemas lineales variantes en el tiempo, definidos
como ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t), donde x ∈ Rn, u ∈ Rm y
A(t) y B(t) son continuamente diferenciables hasta n− 1.

Sean las matrices Ci(t) donde

C1(t) = B(t),

Ck(t) = A(t)Ck−1(t)− Ċk−1(t),
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para todo k = 2, . . . , n.

Teorema 2. Un sistema lineal variante en el tiempo [31] es
controlable en [t0, t1] si y solo si existe un punto τ ∈ [t0, t1],
en el cual la matriz

C(t) =
[

C1(t) . . . Cn(t)
]
, (9)

tiene rango pleno igual a n.

Es importante mencionar que (9) equivale a C(t) =[
B(t) A(t)B(t) A2(t)B(t) . . . An−1(t)B(t)

]
,

cuando el sistema se considera como lentamente variante en
el tiempo [10], [32].

Proof. La comprobación se obtiene directamente del
Teorema1

A. Controlabilidad de Sistemas Difusos

Los resultados anteriores se pueden extender a sistemas
difusos verificando el rango de la matriz de controlabilidad
definida como:

C(x(t)) =
[
ζ0(t) ζ1(t) . . . ζn(t)

]
(10)

donde ζ0(t) = B(x(t)) y ζj(t) = A(x(t))ζi−1(t) − ζ̇i−1(t),
además, cuando el sistema difuso varı́a lentamente en el
tiempo [10], [32], dicha matriz toma la siguiente forma:

C(x(t)) = [B(x(t)) A(x(t))B(x(t)) A2(x(t))B(x(t))
. . . An−1(x(t))B(x(t))

]
.
,

(11)
Para garantizar la controlabilidad de (6), es necesario tomar

en cuenta r − 1 regiones de interpolación difusas y construir,
para cada región, una matriz Ci(x(t)) correspondiente.
Entonces, el análisis de controlabilidad de dos subsistemas
adyacentes, se puede verificar por medio de la existencia de
n columnas linealmente independientes de la matriz Ci(x(t)),
teniendo en cuenta que hi(z(t)) + hj(z(t)) = 1, ∀ i, j =
1, . . . , r, y que las regiones de interpolación difusas cumplan
hi ∩ hj 6= 0.

Este procedimiento se simplifica cuando un máximo de dos
reglas difusas se activan en el mismo instante de tiempo para
cualquier t ≥ 0 y

∑r
i=1 hi(z(t)) = 1. Por lo tanto, con-

siderando hi(z(t)) = 1−hj(z(t)) la matriz de controlabilidad
difusa Ci(x(t)) para la región de interpolación definida por las
reglas de i y j, solamente dependerá del valor de la función
de membresı́a hj(z(t)). Entonces, (6) será controlable si las
r−1 matrices de controlabilidad, que se definen en las regiones
de interpolación difusas correspondientes, tienen rango pleno
para hj(z(t)) ∈ [0, 1].

Del análisis anterior, se formula el siguiente teorema.

Teorema 3. Un modelo difuso T-S de la forma (6) con no
más de dos reglas difusas activadas al mismo instante para
cualquier t ≥ 0 y

∑r
i=1 hi(z(t)) = 1, es controlable si las

r−1 matrices de controlabilidad correspondientes a la región
de interpolación difusa, definidas por (11), tienen rango pleno.

Proof. La comprobación se obtiene directamente del Teorema
1 y 2

Observación 1. Un conjunto de vectores v1, v2, . . . , vn son
linealmente independientes si la ecuación: c1v1 +c2v2 + · · ·+
cnvn = 0 se cumple únicamente para c1 = c2 = · · · = cn = 0,
donde c1, c2, . . . , cn son constantes. El procedimiento para
verificar la independencia lineal para todo t ≥ 0 se puede
determinar por la solución de un conjunto de ecuaciones
con c1, c2, . . . , cn y posiblemente hj(z(t)) incógnitas. Sin
embargo, cuando aparezca el término hj(z(t)) será necesario
verificar que hj(z(t)) ∈ [0, 1] para todo t ≥ 0.

Observación 2. Se dice que un sistema es observable si
es posible conocer el estado inicial x(t0) a partir de la
observación de la salida y(t) y tendiendo conocimiento de
la entrada u(t) para un tiempo finito t0 ≤ t ≤ t1 [33]–
[35]. En [27] se define la observabilidad para sistemas difusos
de una sola entrada y múltiples salidas. Por otra parte, por
el principio de dualidad es posible definir la observabilidad
del sistema (6) mediante el cambio del par de matrices
(A(x(t)), B(x(t))) por (A(x(t))T , C(x(t))T ) con el mismo
análisis ya mencionado

IV. CONDICIONES PARA LA EXISTENCIA DEL
ESTABILIZADOR DIFUSO PARA SISTEMAS MIMO

En esta sección se investigan las condiciones de existencia
del estabilizador difuso para sistemas difusos T-S con una
sola entrada y con múltiples entradas. En [36], [2] y [37] se
estudian los sistemas multivariables lineales invariantes en el
tiempo y se discuten los problemas acerca de la asignación
de polos por retroalimentación de estados y la asignación
robusta. La asignación de polos por retroalimentación de
estados (problema 1) se formula de la siguiente manera:
Dadas las matrices reales (A,B), de orden (n × n, n × m),
respectivamente, y un conjunto cerrado de n números com-
plejos, L = {λ1, λ2, . . . , λn}, bajo la conjugación compleja,
encontrar una matriz K real de m × n, tal que los valores
propios de A + BK sean λl, con l = 1, 2, . . . , n. Mientras
que la asignación robusta de polos (problema 2) se enuncia
como: Dada (A,B) y L (como en el problema 1), encontrar
una matriz real F y una matriz X no singular que satisfagan
(A+BK)X = XΛ, donde Λ = diag {λ1, λ2, . . . , λn}.

En el presente trabajo, el problema 1 puede ser visto como
un sistema no lineal descrito de la forma (6) con matrices
difusas A(x(t)) ∈ Rn×n, B(x(t)) ∈ Rn×m, reales para todo
t, y un conjunto de números complejos: L = {λ1, λ2, . . . , λn}
cerrado bajo la conjugación compleja, y buscar una matriz
difusa K(x(t))real para todo t, de manera que los valores
propios de A(x(t)) + B(x(t))K(x(t)) sean λl para todo l =
1, 2, . . . , n [19].

Por otro lado, el problema 2 puede ser visto como sigue:
Dadas las matrices A(x(t)), B(x(t)) y L, definidas como en
el problema anterior, se debe encontrar una matriz X(x(t))
no singular y una matriz K(x(t)), ambas reales, para todo t
que satisfagan

[A(x(t)) +B(x(t))K(x(t))]X(x(t)) = X(x(t))Λ, (12)

donde Λ = diag{λ1, λ2, . . . , λn}. sı́ y solo si

UT1 (x(t))[A(x(t))X(x(t))−X(x(t))Λ] = 0 (13)
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donde U1(x(t)) se obtiene de la descomposición de B(x(t)),

es decir, B(x(t)) = {U0(x(t)) U1(x(t))}
{
Z(x(t))

0

}
, al-

ternativamente, la descomposición QR [38] se puede utilizar
para obtener U1(x(t)). Por lo tanto, con base en la asignación
de polos, la matriz X(x(t)), no singular y real para todo t,
se construye para garantizar la existencia del estabilizador del
sistema (6). En otras palabras, el sistema difuso T-S (6) es
controlable si es posible encontrar dicha matriz.

Es importante mencionar que el enfoque propuesto puede
aplicarse a modelos difusos T-S con más de dos reglas, con la
restricción de que, como máximo, solo dos reglas estén activas
al mismo tiempo, ver Fig. 6b.

Ciertamente, la existencia del estabilizador para el sistema
difuso general T-S, con un máximo de dos funciones de
membresı́a activadas al mismo tiempo, se puede determinar
mediante la verificación de la singularidad de la matrices
Xi(x(t)), para todo i = 1, . . . , r−1 regiones de interpolación
difusas, de manera similar a la dada en [39]. La existencia del
estabilizador difuso para dos subsistemas adyacentes puede
analizar a través del determinante de Xi(x(t)), teniendo en
cuenta que hi(z(t))+hj(x(t)) = 1, para todo i, j = 1, . . . , r, y
que las regiones de interpolación difusas cumplen hi∩hj 6= 0

Por lo tanto, considerando hi(z(t)) = 1−hj(z(t)), la matriz
X(x(t)) para la región de interpolación definida por las reglas
i y j dependerá solo del valor de la función de membresı́a
hj(z(t)). Luego, X(x(t)) será no singular en la región difusa
en cuestión, si al resolver det(X(x(t))) = 0 para hj(z(t)) ∈
[0, 1] no se encuentran raı́ces en el intervalo [0, 1]. Es decir,
las raı́ces hj(x(t)) de det(X(t)) = 0 fuera del intervalo [0, 1]
no implican singularidad en X(x(t)) ya que en los modelos
T-S se cumple que hj(z(t)) ∈ [0, 1], con j = 1, . . . , r.

Por último, la construcción de X(x(t)), de ser posible, se
obtiene a partir de N {UT1 (x(t))(A(x(t)) − λlI)} para cada
una de las r − 1 regiones de interpolación donde N {M}
indica el espacio nulo [38].

Observación 3. Tenga en cuenta que las matrices dadas
A(x(t)), B(x(t)),K(x(t)) y la matriz no singular X(x(t)),
deben satisfacer (A(x(t)) + B(x(t))K(x(t))X(x(t)) =
X(x(t)))Λ, con el propósito de asegurar la existencia del
estabilizador.

V. ANÁLISIS DE ESTABILIDAD DIFUSA A TRAVÉS DE LA
ASIGNACIÓN ROBUSTA DE POLOS

En esta sección se propone un estabilizador difuso para
sistemas tipo T-S mediante la localización arbitraria de polos
difusos en lazo cerrado dentro del plano complejo. La idea
consiste en combinar el enfoque de asignación de polos [38]
y el modelo difuso TS descrito en (6) de la siguiente forma:

Algoritmo 1. Compensador por asignación de polos.
• Calcular la descomposición de la matriz de entrada
B(x(t)) con el fin de determinar U0(x(t)), U1(x(t)) y
Z(x(t)).

• Construir, de ser posible X(x(t)) mediante la se-
lección de n vectores linealmente independientes de
N {UT1 (x(t))(A(x(t))− λlI)}.

• La ganancia K(x(t)) se calcula a partir de K(x(t)) =
Z−1(x(t))UT0 (x(t))

(
X(x(t))ΛX−1(x(t))−A(x(t))

)
,

• Finalmente, el estabilizador difuso no lineal será definido
por u(t) = K(x(t))x(t) para el sistema en lazo cerrado
definido como ẋ(t) = A(x(t))x(t) + B(x(t))u(t), ver
Fig.1

Observación 4. Es importante mencionar que este método
puede aplicarse a sistemas difusos T-S con más de dos reglas,
ver el ejemplo 2. Sin embargo, como se ha explicado antes,
este enfoque requiere que a lo menos dos reglas se activen
simultáneamente, con el fin de garantizar la no singularidad
de X(x(t)) dentro de las regiones de interpolación por medio
del det(X(x(t))) [39].

+
-

B(x(t)) +
+

A(x(t))

∫
C(x(t))

K(x(t))

x(t)u(t)v(t) y(t)

Fig. 1. Sistema difuso con retroalimentación de estado.

Observación 5. Es importante mencionar que la observ-
abilidad del sistema puede analizarse de forma similar al
estabilizador, es decir, verificar el rango completo de la matriz
de observabilidad difusa, con la diferencia de que ahora para
obtener K(xe(t)) las matrices (A(x(t))T , C(x(t))T ) se usan
[38] ver Fig.2

+
-

B(x(t)) +
+

A(x(t))

∫
C(x(t))

x(t)u(t)v(t) y(t)

Observador

xe(t)

ẋ(t)

K(xe(t))

Fig. 2. Sistema difuso con observador y retroalimentación.

VI. EJEMPLOS NUMÉRICOS

En esta sección se presentan dos sistemas mecatrónicos con
el fin de ilustrar la aplicación del enfoque propuesto.

1) Péndulo invertido sobre un carro: Se considera el prob-
lema de la estabilización del péndulo invertido en un carro
representado en la Fig.3a. Las ecuaciones de movimiento para
este sistema son las siguientes [11]:

ẋ1(t) = x2(t), (14)

ẋ2(t) =
a

4/3l − aml cos2 (x1(t))
, (15)

con a = g(x1(t)) − amlx22(2x1(t))/2 − a cos (x1(t))u(t)
donde x1(t) denota el ángulo (en radianes) del péndulo desde
el eje vertical y x2(t) es la velocidad angular; g = 9.8m/s2

es la constante de gravedad, m es la masa del péndulo, M
es la masa del carro, 2l es la longitud del péndulo, y u es la
fuerza aplicada al carro (en Newtons); y a = 1/(m+M). Se
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m

M
u

mg

x1

(a)

π

2
−π

2
0

1

h2

h1

x10

(b)

Fig. 3. a) Péndulo invertido y b) Funciones de membresı́a del modelo difuso
de dos reglas.

consideraron los siguientes valores de los parámetros: m =
1.0kg, M = 4.0kg, 2l = 1.0m. El objetivo es estabilizar el
sistema desde una condición inicial dentro del rango de x1 ∈
(−π/2, π/2). Con este fin, un modelo difuso que representa
la dinámica no lineal es:
Regla-1 SI x1(t) es aproximadamente 0,

ENTONCES ẋ(t) = A1x(t) +B1u(t),

Regla-2 SI x1(t) es aproximadamente ±π/2(| x1 |< π/2),
ENTONCES ẋ(t) = A2x(t) +B2u(t),

Con

A1 =

[
0 1
g

4l/3−aml 0

]
, B1 =

[
0

− a
4l/3−aml

]
,

A2 =

[
0 1
2g

π(4l/3−amlβ2) 0

]
, B2 =

[
0

− aβ
4l/3−amlβ2

]
,

donde β = cos(88◦π/180). Para aplicar el algoritmo prop-
uesto, la representación del sistema difuso de forma general
como en (6) es necesaria, por lo que A(x(t)) y B(x(t)) son:

A(x1(t)) =

[
0 1

17.2941h1(x1(t)) + 9.3600h2(x1(t)) 0

]
,

B(x1(t)) =

[
0

−0.1765 + h1(x1(t))− 0.00523h2(x1(t))

]
.

Con el fin de analizar la controlabilidad del sistema difuso
completo, es necesario que al menos dos reglas estén activadas
al mismo tiempo. Entonces, aplicando (11) la matriz de
controlabilidad difusa está definida como

C(x(t)) =

[
c1,1 c1,2
c2,1 c2,2

]
,

donde c1,1 = 0, c1,2 = −0.1712h1x(x1(t)) − 0.005236,
c2,1 = −0.1712h1x(x1(t)) − 0.005236 y c2,2 = 0, además,
aplicando la ecuación de independencia lineal a esta matriz se
tiene c1[−π/2 π/2] = 0, c2[−π/2 π/2] = 0, h1(x1(t)) =
−0.0306. Como se puede observar, la matriz contiene n
vectores linealmente independientes y el valor correspondiente
para h1(x1(t)) no afecta al análisis de controlabilidad ya que
no pertenece al conjunto [0 1]. Tenga en cuenta que el valor
de h1(x1(t)) se obtiene sustituyendo directamente el valor de
x1 en la función de membresı́a. Por lo tanto, el sistema es
difuso controlable.

Por otra parte, y de acuerdo al algoritmo1 propuesto ten-
emos:

1) Calcular la descomposición de B(x(t))
2) La matriz X(x(t)) resultante (constante) está dada por

X =

[
−1 −1/2
1 1

]

con det(X) = −0.5.
3) Escoger los valores propios para A(x(t)) +

B(x(t))K(x(t)) como λ1 = −1 y λ2 = −2, es
decir Λ = diag {−1− 2}, además, considerar que
h2(x1(t)) = 1− h1(x1(t)).

4) El estabilizador difuso u(t) = K(x1(t)) se aplica al
sistema con condiciones iniciales x(0) = [1/36π 0]T .

La Fig.4a muestra el comportamiento asintótico del sistema
difuso correspondiente a los vectores propios elegidos; por otra
parte, en la Fig.4b se muestra la señal de control responsable
de dicho comportamiento.
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Fig. 4. a) Estados y b) Señal de control del modelo difuso de dos reglas con
el controlador propuesto.

Para asegurar la efectividad del controlador propuesto, éste
se aplica directamente al sistema no lineal definido en (14),
obteniendo un resultado favorable en el comportamiento de
dicho sistema, ver Fig. 5.
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Fig. 5. a) Estados y b) Señal de control del modelo no lineal con el controlador
propuesto.

Es importante mencionar que el sistema cuenta con una
matriz de entrada de la forma B(x1(t)) ∈ Rn×1, lo que
implica una matriz X(x1(t)) única, reduciendo el problema
considerablemente. Sin embargo, para sistemas con múltiples
entradas C(x(t)) es una matriz rectangular y la matriz X(x(t))
no es única como se muestra en el ejercicio siguiente.

A. Brazo Robótico de Dos Grados de Libertad

Considere el problema de estabilizar un robot planar de
dos grados de libertad mostrado en la Fig.6. La ecuación de
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Fig. 6. a) Modelo de brazo robot de 2-DOF y b) Funciones de membresı́a
del sistema robótico.

movimiento (Euler-Lagrange) para este sistema esta descrita
por

τ(t) = D(θ)θ̈(t) + h(θ, θ̇) + c(θ),

D(θ) =

[
d11 d12
d21 d11

]
, θ̇(t) =

[
θ̈1
θ̈2

]
,

h(θ, θ̇)=

[
1
2
m2(θ2)l

2θ̇22 −m2(θ2)l
2θ̇1θ̇2

1
2
m2(θ2)l

2θ̇21

]
, c(θ)=

[
c11
c21

]
,

con d11 = 1
3m1l

2 + 4
3m2l

2 + m2 cos(θ2)l2, d12 = 1
3m2l

2 +
1
2m2l

2 cos(θ2), d21 = 1
3m2l

2 + 1
2m2l

2 cos(θ2), d22 = 1
3m2l

2,
c11 = 1

2m1gl cos(θ1) + 1
2m2gl cos(θ1 + θ2) + m2gl cos(θ1),

c21 = 1
2m2gl cos(θ1 + θ2), además, θ1 = x1(t) denota el

ángulo en radianes entre el eslabón rı́gido y el eje horizontal;
θ2 = x2(t) es ángulo también en radianes entre el eslabón
externo respecto al primer eslabón; g = 9.8m/s2 es la con-
stante de gravedad; m1 y m2 son las masas de los eslabones;
l = l1 = l2 son las longitudes de los eslabones, y (u1,u2) son
los torques de entrada en [N ·m]. Para este caso los valores
de los parámetros son: m1 = 0.4kg, m2 = 0.3kg y l = 0.5m.

El modelo difuso que representa la dinámica no lineal
alrededor de la posición vertical es:
Regla-1 SI x1(t) es aproximadamente (17/36)π,

ENTONCES ẋ(t) = A1x(t) +B1u(t).

Regla-2 SI x1(t) es aproximadamente π/2,
ENTONCES ẋ(t) = A2x(t) +B2u(t),

Regla-3 SI x1(t) es aproximadamente (19/36)π,
ENTONCES ẋ(t) = A3x(t) +B3u(t),

Con las funciones de membresı́a representadas en la Fig.
6b. Por lo que el sistema difuso estará descrito como: ẋ(t) =∑3
i=1 hi(z(t)) {Aix(t) +Biu(t)}, con A1 = A3 y B1 = B3

A1=

 0 0 1 0
0 0 0 1

25.58 −20.93 0 0
−34.39 81.65 0 0

 , A2=

 0 0 1 0
0 0 0 1

25.89 −20.93 0 0
−34.31 82.40 0 0

 ,

B1=

 0 0
0 0

19.04 −47.50
−47.50 158.48

 , B2=

 0 0
0 0

19.20 −48
−48 160

 .
Por lo tanto, el sistema difuso de forma general puede ser

reescrito como:

ẋ(t)=




0 0 1 0
0 0 0 1
α1 α2 0 0
α3 α4 0 0






x1(t)
x2(t)
x3(t)
x4(t)


+




0 0
0 0
b1 b2
b3 b4



[
u1(t)
u2(t)

]
,

α1 = h1(x1(t))A1(3, 1) + · · ·+ h3(x1(t))A3(3, 1),
α2 = h1(x1(t))A1(3, 2) + · · ·+ h3(x1(t))A3(3, 2),
α3 = h1(x1(t))A1(4, 1) + · · ·+ h3(x1(t))A3(4, 1),
α4 = h1(x1(t))A1(4, 2) + · · ·+ h3(x1(t))A3(4, 2),
b1 = h1(x1(t))B1(3, 1) + · · ·+ h3(x1(t))B3(3, 1),
b2 = h1(x1(t))B1(3, 2) + · · ·+ h3(x1(t))B3(3, 2),
b3 = h1(x1(t))B1(4, 1) + · · ·+ h3(x1(t))B3(4, 1),
b4 = h1(x1(t))B1(4, 2) + · · ·+ h3(x1(t))B3(4, 2).

Además, se consideran dos regiones, donde solo dos fun-
ciones de membresı́a se activan al mismo tiempo, es decir,
x1 ∈ [17/36π π/2] y x1 ∈ [π/2 19/36] y debido a que el
sistema es simétrico. Entonces, las matrices de controlabilidad
de estas regiones son iguales y el análisis de una implica
el análisis de la región completa. Considerando h1(x1(t)) =
1−h2(x1(t)), la matriz de controlabilidad está definida como:

C(x1(t)) =




0 0 c1,3 c1,4 0 0 c1,7 c1,8
0 0 c2,3 c2,4 0 0 c2,7 c2,8
c3,1 c3,2 0 0 c3,5 c3,6 0 0
c4,1 c4,2 0 0 c4,5 c4,6 0 0


 .

donde
c3,1 = c1,3 = 0.1562h2(x1(t)) + 19.0437, c1,4 = c3,2 =

c2,3 = c1,4 = −0.4992h2(x1(t)) − 47.5007, c2,4 = c4,2 =
−1.5193h2(x1(t)) + 158.4806, c3,5 = 0.1742h22(x1(t)) +
32.32h2(x1(t)) + 1482.0, c4,5 = −0.518h22(x1(t)) −
99.26h2(x1(t)) − 4533.0, c3,6 = −0.5374h22(x1(t)) −
99.24h2(x1(t)) − 4535.0, c4,6 = 1.598h22(x1(t)) +
303.7h2(x1(t)) + 14588.0. Ahora bien, aplicando la ecuación
de independencia lineal para los vectores de la matriz C(x(t))
se obtiene c1 = 0; c2 = 0; c3 = 0; c4 = 0; c5 = 0; c6 = 0 y
h2(x1(t)) = α, donde α puede tomar cualquier valor. Por lo
tanto, el sistema es difuso controlable.

Para desarrollar un controlador ubicando polos y bajo el
algoritmo 1, descomponer B(x(t)) y a partir del espacio nulo
escogemos un conjunto de vectores linealmente independientes
y se genera la siguiente matriz X(x(t)):

X(t) =




−1 0 −0.833 0
0 −0.666 0 −0.769
1 0 1 0
0 1 0 1


 ,

además, det(X) = −0.017. Luego, es posible obtener un
estabilizador, ubicando polos de A(x1(t))+B(x1(t))K(x1(t))
en λ1 = −1, λ2 = −1.5, λ3 = −1.2 y λ4 = −1.3, es decir,
Λ = diag{−1, −1.5, −1.2, −1.3}, por lo tanto el cálculo
del estabilizador estará dado por la ecuación:

K(x1(t))=Z−1(x1(t))UT0 (x1(t))[X(x1(t))ΛX−1(x1(t))−
A(x1(t))]

La Fig. 7 muestra los resultados aplicando la señal de
control obtenida. Como se puede observar el método propuesto
con el estabilizador difuso se comporta de forma favorable,
vale la pena mencionar que diferente ubicación de polos
favorece el decaimiento de los estados a la referencia. Sin em-
bargo, como es de esperar, hay un incremento significativo en
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la señal de control, en la Fig.8 se muestra el comportamiento
del sistema difuso con diferente asignación de polos.
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Fig. 7. a) Estados y b) control del sistema robótico bajo el controlador
propuesto.
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Fig. 8. a) Estados y b) control del sistema robótico bajo el controlador
propuesto con diferente ubicación de polos Λ = diag[−3 − 3 − 5 − 5].

Finalmente, el método propuesto se compara con el esta-
bilizador difuso obtenido directamente del PDC [29] definido
por: u(t) =

∑3
i=1 h1(z(t))Kix(t), con:

K1 =

[
−1.5778 −7.0529 5.9867 −20.5403
−0.0669 −2.6374 2.4155 −6.1616

]
,

K2 =

[
−2.1906 −4.9893 3.9908 −13.7633
−0.3114 −2.0197 1.6081 −4.1337

]
,

K3 =

[
−1.5778 −7.0529 5.9867 −20.5403
−0.0669 −2.6374 2.4155 −6.1616

]
.

Los resultados de la simulación con base en la aproximación
del PDC se muestran en la Fig.9. Como se puede observar,
al menos para este ejemplo, el método propuesto se comporta
de manera suave respecto al mostrado por la aproximación
con base en el PDC, además, este comportamiento se puede
modificar ubicando polos de manera estratégica como se
muestra en la Fig. 8.

VII. CONCLUSIÓN

Se ha presentado la propiedad de controlabilidad difusa y el
diseño de un estabilizador difuso para sistemas de tiempo con-
tinuo, con base en la combinación de modelado difuso T-S y la
asignación de polos. La ventaja principal de este enfoque es su
simplicidad relativa para verificar la propiedad controlabilidad
difusa de estos sistemas, y una vez que esta propiedad se
verifica, el estabilizador difuso se calcula fácilmente. Además,
este enfoque permite imponer trayectorias arbitrarias para el
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Fig. 9. a) Estados y b) control del sistema robótico bajo el controlador PDC.

equilibrio del sistema difuso por medio de la elección de
valores propios difusos adecuados. Es importante mencionar
que el enfoque es válido para sistemas de una sola entrada
y múltiples entradas, la cual, es una ventaja significativa,
en términos de implementación, cuando se compara con el
enfoque dado en [27]. Dos ejemplos numéricos se utilizaron
para ilustrar la validez del enfoque propuesto, incluso en los
casos en que existen más de dos reglas difusas. Finalmente,
a través del presente trabajo se propone un enfoque alterno
para encontrar el estabilizador difuso en sistemas tipo T-S en
general; evitando cálculos complejos como los implicados en
el enfoque de LMI, el método dado ofrece una forma sencilla
de diseñar una ganancia difusa K(x(t)) que, de existir, se
obtiene por medio de software matemático como Matlab o
Mathematica, al menos para modelos difusos T-S que cumplan
con la observación 3.
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“Stabilizability of fractional dynamical systems,” Fractional Calculus

and Applied Analysis, vol. 17, no. 2, pp. 511–531, Jun 2014. [Online].
Available: https://doi.org/10.2478/s13540-014-0183-3

[30] V. N. Afanas’ev, V. B. Kolmanovskii, and V. R. Nosov, Mathematical
Theory Of Control Systems Design. Kluwer Academic Publishers, 1996.

[31] V. Solo, “On the stability of slowly time-varying linear systems,”
Mathematics of Control, Signals, and Systems, vol. 7, pp. 331–350, 1994.

[32] J. Meda-Campana, J. Rodriguez-Valdez, T. Hernandez-Cortes, R. Tapia-
Herrera, and V. Nosov, “Analysis of the fuzzy controllability property
and stabilization for a class of TS fuzzy models,” Fuzzy Systems, IEEE
Transactions on, vol. PP, no. 99, p. On line, 2014.

[33] T. Fang and J. Sun, “Controllability and observability of complex
[r]-matrix time-varying impulsive systems,” Advances in Difference
Equations, vol. 2013, no. 1, p. 129, May 2013. [Online]. Available:
https://doi.org/10.1186/1687-1847-2013-129

[34] V. Govindaraj and R. K. George, “Functional approach to
observability and controllability of linear fractional dynamical
systems,” Journal of Dynamical Systems and Geometric Theories,
vol. 15, no. 2, pp. 111–129, Jul 2017. [Online]. Available:
http://dx.doi.org/10.1080/1726037X.2017.1390191

[35] T. Rao, G. Kumar, C. Vasavi, and M. Murty., “Observability of fuzzy
difference control systems,” International Journal of Chemical Sciences,
vol. 14, no. 4, pp. 2516–2526, 2016.

[36] N. Dini, M. B. Menhaj, and A. Suratgar, “On the observability of a class
of takagi-sugeno fuzzy systems,” Journal of Basic and Applied Scientific
Research, vol. 3, no. 17, pp. 41–55, July 2013.

[37] W. M. Wonham, Linear Multivariable Control: A Geometric Approach,
2nd ed. New York: Springer, 1979.

[38] J. Kautsky, N. Nichols, and P. Van-Dooren, “Robust pole assignment in
linear state feedback,” International Journal Control, vol. 41, no. 5, pp.
1129–1155, 1985.

[39] G. Golub and C. Van Loan, Matrix Computations, 2nd ed. Baltimore:
Hopkins University Press, 1989.


