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Analysis of Controllability, Observability and
Stabilization for a Class of Systems Described by
Takagi-Sugeno Fuzzy Models by Means of Fuzzy

Pole Assignment
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Abstract—The present work is concerned to solve the problem
of nonlinear robotic control systems on the basis of Takagi-
Sugeno (T-S) fuzzy models. In addition, controllability and
observability studies for T-S fuzzy model systems are consid-
ered for Single-Input Single-Output (SISO) and Multiple-Input
Multiple-Output (MIMO) systems. In particular, the robust pole
assignment approach is extended to the fuzzy field. This approach
is used to design fuzzy stabilizers and fuzzy observers directly on
the overall T-S fuzzy system. The latter one is the representation
of the nonlinear robotic system, which is linearized around
certain operation regions. The suggested method is considered for
either SISO or MIMO systems. Furthermore, the method allows
inducing an arbitrary behavior into the fuzzy plant in a relatively
easy way. Two examples are used to verify the effectiveness of
the proposed approach. The results are compared with the well-
known Parallel Distributed Compensation (PDC) method, which
is designed on the basis of Linear Matrix Inequalities (LMIs).

Index Terms—Takagi-Sugeno Fuzzy Model, Fuzzy Control
Systems, Fuzzy Controllability, Fuzzy Observability, Robust Pole
Assignment.

I. INTRODUCCION

OS sistemas robdticos adquieren cada vez mas importan-
cia en muchos campos de la ciencia, la industria e incluso
en el hogar (robots domésticos). Esta tendencia impulsa la
busqueda de métodos practicos de control [1] que sean mads
robustos [2] y que garanticen el desempefio de estos sistemas.
En un nimero considerable de casos los sistemas robdticos
estan descritos por modelos no lineales, complejos y de gran
interés en diferentes dreas de aplicacion [3], [4], [5] y [6].
Afortunadamente, el modelado difuso Takagi-Sugeno (T-S)
permite aproximar la dindmica no lineal mediante la combi-
nacion de subsistemas lineales locales. En consecuencia, es
posible simplificar el andlisis y disefio de los controladores.
Muchos de estos resultados se encuentran publicados en [1],
(71, (81, [91, [101, [11], [12] y [13].
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En [14] particularmente, se presenta el andlisis de estabil-
idad con base en el método directo de Lyapunov, donde se
propone una funcién candidata y se establece un criterio de
estabilidad local en los parametros del sistema, finalmente el
principio de invariancia de LaSalle se utiliza para garantizar
la estabilidad asintética. Como es de esperar, uno de los
principales problemas en el disefio del control difuso es el
de asegurar la estabilidad global y robusta del sistema bajo la
influencia de la sefial de control. Otros enfoques de estabilidad
difusa se pueden encontrar en trabajos como [15], [16],[17],
(18], [19] y [20].

Entre los métodos de estabilidad difusa existentes, se tiene
un resultado particularmente interesante, debido a su simplici-
dad para estabilizar modelos difusos tipo T-S, conocido como
compensador paralelo distribuido (PDC, Parallel Distributed
Compensator). La idea principal del método PDC es disefiar
de forma distribuida cada regla de control, compensando
cada regla del modelo difuso T-S, ademds, se obtiene una
condicién de estabilidad con base en el enfoque de Lyapunov
y se expresa en términos de un conjunto de desigualdades
matriciales lineales (LMI) [21]. Por lo tanto, el disefio del
estabilizador difuso se reduce al problema de la busqueda
numérica de una matriz comun de Lyapunov y un conjunto
de ganancias locales que satisfagan las desigualdades antes
mencionadas [13].

Sin embargo, el PDC es en general, un método conser-
vador y las condiciones de equilibrio no se pueden imponer
facilmente, (véase el ejemplo 2). El lector puede consultar,
[14], [22], [23], [18], [24], [25] y [26] y sus referencias, donde
se estudian enfoques mds relajados de estabilidad difusa.

Es importante mencionar que en [27], se muestra un método
para estabilizar una clase de sistemas difusos T-S en términos
de la férmula de Ackermann, la idea principal es ubicar de
forma deseada un conjunto de valores propios difusos y con-
struir el polinomio caracteristico, ademds, mediante el teorema
de Cayley-Hamilton y la matriz de controlabilidad se calcula
el vector de ganancias para el estabilizador difuso no lineal,
asimismo, en [27] se propone el disefio de un observador di-
fuso tipo T-S bajo el mismo enfoque. Sin embargo, esta técnica
tiene la desventaja que sélo se pueden aplicar a sistemas de
una sola entrada. En [10], la inclusién de nuevas funciones
de interpolacién permite disefiar observadores y controladores
difusos mientras se mantienen los valores propios definidos en
los subsistemas lineales locales.
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Motivados por extender la asignacién de valores propios a
los sistemas difusos con varias entradas, este trabajo propone
un método alternativo para estabilizar una clase de sistemas
difusos tipo T-S a través de la consideracién de algunas
propiedades del sistema en lazo cerrado. El enfoque dado en el
presente trabajo es valido tanto para sistemas SISO como para
sistemas de multiples entradas MIMO. Ademads, se muestran
estudios de controlabilidad y de obsevabilidad con el fin de
verificar a priori la existencia del estabilizador difuso.

Las contribuciones de este trabajo se pueden resumir de la
siguiente manera:

« Un enfoque préctico, a través de la asignacién de polos,
para lograr la estabilizacién arbitraria de los sistemas
difusos T-S, tanto para sistemas SISO como MIMO.

« El andlisis de las condiciones de existencia de un esta-
bilizador difuso general, para todo ¢ > 0, tomando en
cuenta, como maximo, dos reglas difusas activadas en el
mismo instante.

e Un algoritmo de fécil implementacién en software
matemdatico como Matlab o Mathematica.

o Un andlisis de controlabilidad y observabilidad para
sistemas difusos T-S del tipo SISO como MIMO.

II. EL MODELO DIFuso Tipo T-S

Considere el sistema no lineal definido por:

#(t) = f(2(t), u(t)),
y(t) = g(z(t), u(t)),

donde z(t) € R™ es el vector de estado de la planta,
y u(t) € R™ es el vector de entrada. TomohiroTakagi y
Michio Sugeno propusieron un modelo difuso compuesto por
un conjunto de subsistemas lineales “mezclados” adecuada-
mente por sentencias del tipo SI-ENTONCES capaces de
relacionar el conocimiento fisico, caracteristicas lingiiisticas y
las propiedades del sistema. Este modelo representa con éxito
un sistema no lineal, al menos dentro de una regién predefinida
del espacio de fase [28],[11]

Modelo
Regla i:
SI zi(t) es M{y -y 2z,(t) es M},

) = Aa(t)+ Bulb)

(1)

i=1,2,...,m
2

donde r es el nimero de reglas difusas del modelo; p
es el nimero de conjuntos difusos; las reglas M; con 1 =
1,2,...,r, y j = 1,2,...,p, estan definidas a partir del
conocimiento previo de la dindmica del sistema; A; € R™"*"™,
B; € Rrxm y C; € RI*™,

Entonces, dado un par (z(t),u(t)) la dindmica del sistema
difuso se infiere de la siguiente forma [11]:

i) = SO Awt) + B}y
y(t) = i hi(2(1))Cix(t),
donde z(t) € R™ es el vector de estados de la planta, u(t) €

R™ es la sefial de entrada al sistema, h;(2),: = 1,2,...,r,
es el peso normalizado de cada regla, el cual depende de la

ENTONCES {
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funcién de membresia para la variable premisa z; en M J?, j=
1,2,...,p, es decir,

wi(2(t)) 4)

wilz(t) = [[ Mj(z(1), hi(=(t)) = = ;
i=1 > wila(t)
=1

<

hi(z(t)) = 1, hi(z(t)) = 0, ®)

i=1
para toda ¢, donde M(z;(t)) es el valor de
la funcién de membresia de z;(¢t) en M; con

2(t) = [ z1(t) 22(¢) zp(t) ] como una funcién
de z(t),1=1,2,...,ryj=12,...,p.

A partir de (1) el sistema difuso se puede reescribir de la
siguiente forma

#(t) = Az (t))z(t) + B(a(t))u(t), ©)

donde

A(z(t) = Z hi(2(t)Ai, B(a(t)) = Xi_; hi(2(1)) B,

Ou@»=§jmwwx»

En las siguientes secciones, se analizard la controlabilidad
y observabilidad de los modelos difusos T-S mediante la ex-
tension de algunos resultados conocidos para sistemas lineales
variantes en el tiempo.

III. ANALISIS DE CONTROLABILIDAD PARA SISTEMAS
DIFUSOS

Para los sistemas lineales invariantes en el tiempo las
condiciones de controlabilidad se exponen en el siguiente
teorema [29].

Teorema 1. Un sistema lineal es definido como

z(t) = Ax(t) + Bul(t),

y(t) = Cu(t),
donde A, By C son matrices constantes de dimension n X n,
n X my q X n, respectivamente; se dice que el sistema es

controlable si y sélo si la matriz de controlabilidad C, definida
como

(7

C=[B AB A’B AIB ], (8)
tiene rango pleno, es decir, igual a n.
Proof. Ver [30]. L]

Por otra parte, en [30] se dan las condiciones de controla-
bilidad para sistemas lineales variantes en el tiempo, definidos
como &(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), donde z € R”, u € R™ y
A(t) y B(t) son continuamente diferenciables hasta n — 1.

Sean las matrices C;(t) donde

Ci(t) B(t),
Ci(t) = A(t)Cr1(t) — Cra(t),
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para todo k = 2,...,n.

Teorema 2. Un sistema lineal variante en el tiempo [31] es
controlable en [to,t1] si y solo si existe un punto T € [to,t1),
en el cual la matriz

C(t) = Ci(t) Ca(t) |, 9)

tiene rango pleno igual a n.

Es importante mencionar que (9) equivale a C(¢t) =
[ B(t) A®B() AX)B() ... A'(O)B@) ],
cuando el sistema se considera como lentamente variante en
el tiempo [10], [32].

Proof. La comprobacién se obtiene directamente del
Teoremal O

A. Controlabilidad de Sistemas Difusos

Los resultados anteriores se pueden extender a sistemas
difusos verificando el rango de la matriz de controlabilidad
definida como:

Cz(t)) = [ G(t) () Gn(t) ]
donde (o(t) = B(x(t)) y () = A()Gi-1(t) — Gir(t),

ademads, cuando el sistema difuso varia lentamente en el
tiempo [10], [32], dicha matriz toma la siguiente forma:

C(x(t) = [B(x(t)) Ax(t)B(x(t) A*(x(t))B(x(t))
A"‘l(m(t))B(Sgﬁ))ﬂ

Para garantizar la controlabilidad de (6), es necesario tomar
en cuenta r — 1 regiones de interpolacién difusas y construir,
para cada regién, una matriz C;(x(t)) correspondiente.
Entonces, el analisis de controlabilidad de dos subsistemas
adyacentes, se puede verificar por medio de la existencia de
n columnas linealmente independientes de la matriz C;(z(t)),
teniendo en cuenta que h;(z(t)) + h;(2(t)) =1,V i,j =
1,...,7, y que las regiones de interpolacién difusas cumplan
h; M hj # 0.

Este procedimiento se simplifica cuando un méaximo de dos
reglas difusas se activan en el mismo instante de tiempo para
cualquier ¢ > 0y >.7_, h;(2(t)) = 1. Por lo tanto, con-
siderando h;(z(t)) = 1—h;(2(t)) la matriz de controlabilidad
difusa C,(z(t)) para la region de interpolacion definida por las
reglas de ¢ y j, solamente dependerd del valor de la funcién
de membresia h;(z(t)). Entonces, (6) serd controlable si las
r—1 matrices de controlabilidad, que se definen en las regiones
de interpolacién difusas correspondientes, tienen rango pleno
para hj(z(t)) € [0,1].

Del analisis anterior, se formula el siguiente teorema.

(10)

Teorema 3. Un modelo difuso T-S de la forma (6) con no
mds de dos reglas difusas activadas al mismo instante para
cualquier t > 0y >°i_, hi(2(t)) = 1, es controlable si las
r— 1 matrices de controlabilidad correspondientes a la region
de interpolacion difusa, definidas por (11), tienen rango pleno.

Proof. La comprobacion se obtiene directamente del Teorema
ly2 O
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Observacion 1. Un conjunto de vectores vy,vs,. .., U, SOn
linealmente independientes si la ecuacion: c1v1 +cavo+- - -+
cnVy, = 0 se cumple tinicamente paracy = cy = -+ = ¢, = 0,
donde ci,co,...,c, son constantes. El procedimiento para
verificar la independencia lineal para todo t > 0 se puede
determinar por la solucion de un conjunto de ecuaciones
con ci,¢a,...,¢, y posiblemente hj(z(t)) incognitas. Sin
embargo, cuando aparezca el término h;(z(t)) serd necesario
verificar que h;j(z(t)) € [0,1] para todo t > 0.

Observacion 2. Se dice que un sistema es observable si
es posible conocer el estado inicial x(ty) a partir de la
observacion de la salida y(t) y tendiendo conocimiento de
la entrada u(t) para un tiempo finito to < t < 1 [33]-
[35]. En [27] se define la observabilidad para sistemas difusos
de una sola entrada y muiltiples salidas. Por otra parte, por
el principio de dualidad es posible definir la observabilidad
del sistema (6) mediante el cambio del par de matrices
(A(z(t)), B(z(t))) por (A(x(t))T,C(x(t)T) con el mismo
andlisis ya mencionado

IV. CONDICIONES PARA LA EXISTENCIA DEL
ESTABILIZADOR DIFUSO PARA SISTEMAS MIMO

En esta seccién se investigan las condiciones de existencia
del estabilizador difuso para sistemas difusos T-S con una
sola entrada y con multiples entradas. En [36], [2] v [37] se
estudian los sistemas multivariables lineales invariantes en el
tiempo y se discuten los problemas acerca de la asignacion

.de polos por retroalimentacién de estados y la asignacién

robusta. La asignaciéon de polos por retroalimentacién de
estados (problema 1) se formula de la siguiente manera:
Dadas las matrices reales (A4, B), de orden (n X n,n X m),
respectivamente, y un conjunto cerrado de n nimeros com-
plejos, L = {A\1,A2,..., Ay}, bajo la conjugacién compleja,
encontrar una matriz K real de m X n, tal que los valores
propios de A + BK sean \;, con [ = 1,2,... n. Mientras
que la asignacion robusta de polos (problema 2) se enuncia
como: Dada (A, B) y L (como en el problema 1), encontrar
una matriz real F' y una matriz X no singular que satisfagan
(A+ BK)X = XA, donde A = diag {\1,Aa,..., \n}.

En el presente trabajo, el problema 1 puede ser visto como
un sistema no lineal descrito de la forma (6) con matrices
difusas A(z(t)) € R"*", B(x(t)) € R™*™, reales para todo
t, y un conjunto de nimeros complejos: L = {A1, Aa,..., An}
cerrado bajo la conjugacién compleja, y buscar una matriz
difusa K (x(t))real para todo ¢, de manera que los valores
propios de A(x(t)) + B(x(t)) K (x(t)) sean A; para todo | =
1,2,...,n [19].

Por otro lado, el problema 2 puede ser visto como sigue:
Dadas las matrices A(x(t)), B(z(t)) y L, definidas como en
el problema anterior, se debe encontrar una matriz X (x(t))
no singular y una matriz K (x(t)), ambas reales, para todo ¢
que satisfagan

[A(z(t)) + B(z(1)) K (2(t))] X (2(t)) = X (z(t)A, (12)
donde A = diag{A1, Aa, ..., \,}. si y solo si
UL (2(0)[A(z(0) X (z(t)) = X (z(t))A] =0 (13)
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donde Uy (x(t)) se obtiene de la descomposicién de B(z(t)),
es decir, B(x(t) = {Un(a(®) Ur(a()} { ) L a
ternativamente, la descomposicién QR [38] se puede utilizar
para obtener Uy (z(t)). Por lo tanto, con base en la asignacién
de polos, la matriz X (z(t)), no singular y real para todo ¢,
se construye para garantizar la existencia del estabilizador del
sistema (6). En otras palabras, el sistema difuso T-S (6) es
controlable si es posible encontrar dicha matriz.

Es importante mencionar que el enfoque propuesto puede
aplicarse a modelos difusos T-S con mds de dos reglas, con la
restriccion de que, como méiximo, solo dos reglas estén activas
al mismo tiempo, ver Fig. 6b.

Ciertamente, la existencia del estabilizador para el sistema
difuso general T-S, con un méximo de dos funciones de
membresia activadas al mismo tiempo, se puede determinar
mediante la verificaciéon de la singularidad de la matrices
X;(z(t)), para todo i = 1,...,7 —1 regiones de interpolacién
difusas, de manera similar a la dada en [39]. La existencia del
estabilizador difuso para dos subsistemas adyacentes puede
analizar a través del determinante de X;(xz(t)), teniendo en
cuenta que h;(z(t))+h;(x(t)) = 1, paratodo i, j =1,...,7,y
que las regiones de interpolacién difusas cumplen h;Nh; # 0

Por lo tanto, considerando h;(2(t)) = 1—h;(2(t)), la matriz
X (z(t)) para la regién de interpolacién definida por las reglas
iy j dependerd solo del valor de la funcién de membresia
hj(=(t)). Luego, X (x(t)) serd no singular en la regién difusa
en cuestion, si al resolver det(X (x(t))) = 0 para h;(z(t)) €
[0,1] no se encuentran raices en el intervalo [0,1]. Es decir,
las raices h;(z(t)) de det(X(t)) = 0 fuera del intervalo [0, 1]
no implican singularidad en X (z(t)) ya que en los modelos
T-S se cumple que h,;(z(t)) € [0,1], con j =1,...,7.

Por dltimo, la construccién de X (x(¢)), de ser posible, se
obtiene a partir de A {U{ (x(t))(A(x(t)) — N\ I)} para cada
una de las r — 1 regiones de interpolacién donde A4 {M}
indica el espacio nulo [38].

Observacion 3. Tenga en cuenta que las matrices dadas
A(z(t)), B(z(t), K(x(t)) y la matriz no singular X (x(t)),
deben satisfacer (A(x(t)) + B(x(t))K(x(t)X(z(t)) =
X(z(t))A, con el propésito de asegurar la existencia del
estabilizador.

V. ANALISIS DE ESTABILIDAD DIFUSA A TRAVES DE LA
ASIGNACION ROBUSTA DE POLOS

En esta seccidén se propone un estabilizador difuso para
sistemas tipo T-S mediante la localizacién arbitraria de polos
difusos en lazo cerrado dentro del plano complejo. La idea
consiste en combinar el enfoque de asignacién de polos [38]
y el modelo difuso TS descrito en (6) de la siguiente forma:

Algoritmo 1. Compensador por asignacion de polos.

o Calcular la descomposicion de la matriz de entrada
B(z(t)) con el fin de determinar Uy(x(t)), Ur(x(t)) y
Z(x(t)).

o Construir, de ser posible X(x(t)) mediante la se-
leccion de n vectores linealmente independientes de

N{UT (@ (1)) (A(x(t) — M)}
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o La ganancia K(x(t)) se calcula a partir de K (z(t)) =
Z=Hx(t))Ug (x(t)) (X (2(t) AX (2 (t) — A(x(1)) ,

o Finalmente, el estabilizador difuso no lineal serd definido
por u(t) = K(x(t))x(t) para el sistema en lazo cerrado
definido como (t) = A(z(t))x(t) + B(z(t))u(t), ver
Fig.1

Observacion 4. Es importante mencionar que este método
puede aplicarse a sistemas difusos T-S con mds de dos reglas,
ver el ejemplo 2. Sin embargo, como se ha explicado antes,
este enfoque requiere que a lo menos dos reglas se activen
simultdneamente, con el fin de garantizar la no singularidad
de X (x(t)) dentro de las regiones de interpolacion por medio
del det(X (z(t))) [39].

Fig. 1. Sistema difuso con retroalimentacién de estado.

Observacion 5. Es importante mencionar que la observ-
abilidad del sistema puede analizarse de forma similar al
estabilizador, es decir, verificar el rango completo de la matriz
de observabilidad difusa, con la diferencia de que ahora para
obtener K (x.(t)) las matrices (A(x(t))T, C(x(t))T) se usan
[38] ver Fig.2

z(t)
Observador

K(we(t))

Fig. 2. Sistema difuso con observador y retroalimentacion.

V1. EJEMPLOS NUMERICOS

En esta seccidn se presentan dos sistemas mecatrénicos con
el fin de ilustrar la aplicacién del enfoque propuesto.

1) Péndulo invertido sobre un carro: Se considera el prob-
lema de la estabilizacion del péndulo invertido en un carro
representado en la Fig.3a. Las ecuaciones de movimiento para
este sistema son las siguientes [11]:

l’l(t) = I’Q(t),
Fa(t) =

(14)

: (15)

4/31 — aml cos? (x1(t))’

con a = g(z1(t)) — amlz3(221(t))/2 — acos (z1(t))u(t)
donde x4 (t) denota el dngulo (en radianes) del péndulo desde
el eje vertical y w5(t) es la velocidad angular; g = 9.8m/s>
es la constante de gravedad, m es la masa del péndulo, M
es la masa del carro, 2/ es la longitud del péndulo, y u es la
fuerza aplicada al carro (en Newtons); y a = 1/(m + M). Se
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T

]

(a) (b)

Fig. 3. a) Péndulo invertido y b) Funciones de membresia del modelo difuso
de dos reglas.

consideraron los siguientes valores de los pardmetros: m =
1.0kg, M = 4.0kg, 2l = 1.0m. El objetivo es estabilizar el
sistema desde una condicién inicial dentro del rango de x; €
(=m/2,7/2). Con este fin, un modelo difuso que representa
la dindmica no lineal es:

Regla-1 SI x4 (t) es aproximadamente O,
ENTONCES i(t) = Ajz(t) + Biu(t),
Regla-2 SI z;(t) es aproximadamente +7/2(| z1 |< 7/2),
ENTONCES :i(t) = Asx(t) + Bau(t),

0 1 0
:| ) Bl = |: a :| ’
T 4l/3—aml

4l/3gaml 0
0 1 0
2g 0| By = _ af s
m(4l/3—amlB?) 41/3—amlp?

donde 8 = cos(88°m/180). Para aplicar el algoritmo prop-
uesto, la representacion del sistema difuso de forma general
como en (6) es necesaria, por lo que A(z(t)) y B(x(t)) son:

Con

|

Ay =

0 1
Az (t)) = { 17.2941h (1 (t)) + 9.3600Ry (1 (t)) 0 } 7

0
Bl (1)) = [ —0.1765 + ha (21(£)) — 0.00523hs (21 (1)) ] :

Con el fin de analizar la controlabilidad del sistema difuso
completo, es necesario que al menos dos reglas estén activadas
al mismo tiempo. Entonces, aplicando (11) la matriz de
controlabilidad difusa estd definida como

clat) = | ot 22|,

donde 11 = O, C12 = —0.1712h1x(1:1(t)) — 0.005236,
c21 = —0.1712h x(z1(¢)) — 0.005236 y c2o = 0, ademds,
aplicando la ecuacién de independencia lineal a esta matriz se
tiene c1[—7/2 /2] =0, co[-7w/27/2] =0, hi(x1(t)) =
—0.0306. Como se puede observar, la matriz contiene n
vectores linealmente independientes y el valor correspondiente
para hy(x1(t)) no afecta al andlisis de controlabilidad ya que
no pertenece al conjunto [0 1]. Tenga en cuenta que el valor
de hi(z1(t)) se obtiene sustituyendo directamente el valor de
x1 en la funcién de membresia. Por lo tanto, el sistema es
difuso controlable.

Por otra parte, y de acuerdo al algoritmol propuesto ten-
emos:

C1,1
C2.1
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1) Calcular la descomposicién de B(z(t))
2) La matriz X (x(¢)) resultante (constante) estd dada por

[ ]

con det(X) = —0.5.

3) Escoger los valores propios para A(x(t)) +
B(z(t))K(z(t)) como Ay = —1y A = =2, es
decir A = diag{—1— 2}, ademds, considerar que

hg(l‘l(t)) =1- h1 (xl(t))
4) El estabilizador difuso u(t) = K(xz1(t)) se aplica al
sistema con condiciones iniciales z(0) = [1/367 0].
La Fig.4a muestra el comportamiento asintético del sistema
difuso correspondiente a los vectores propios elegidos; por otra
parte, en la Fig.4b se muestra la sefial de control responsable
de dicho comportamiento.

Estados del sistema difuso

Senal de control

Amplitud
Amplitud

Tiempo Tiempo

(a) (b)

Fig. 4. a) Estados y b) Sefial de control del modelo difuso de dos reglas con
el controlador propuesto.

Para asegurar la efectividad del controlador propuesto, éste
se aplica directamente al sistema no lineal definido en (14),
obteniendo un resultado favorable en el comportamiento de
dicho sistema, ver Fig. 5.

Estados del sistema no lineal Senal de control

Amplitud
Amplitud

Tiempo
(a) (b)

Fig. 5. a) Estados y b) Seiial de control del modelo no lineal con el controlador
propuesto.

Es importante mencionar que el sistema cuenta con una
matriz de entrada de la forma B(xi(t)) € R™¥!, lo que
implica una matriz X (z1(t)) dnica, reduciendo el problema
considerablemente. Sin embargo, para sistemas con multiples
entradas C'(z(¢)) es una matriz rectangular y la matriz X (z(t))
no es Unica como se muestra en el ejercicio siguiente.

A. Brazo Robdtico de Dos Grados de Libertad

Considere el problema de estabilizar un robot planar de
dos grados de libertad mostrado en la Fig.6. La ecuacién de
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1)11(‘“(/,)) ha(z1(2)  ha(1(1)

Fig. 6. a) Modelo de brazo robot de 2-DOF y b) Funciones de membresia
del sistema robético.

movimiento (Euler-Lagrange) para este sistema esta descrita
por

7(t) = D(0)0(t) + h(6,6) + c(6),

_ 01

= 92 ,
m2(92)l293 — mg(ez)l29192 C(@) _ C11
%m2(02)l29% ’ T ea1 |’

po)=| g1 9] o -

h(6,60)= F

con di1 = %mllQ + %mQZQ + mo COS(@Q)ZQ, dis = %mgp +
%mQZQ 008(92), do1 = %m2l2 + %m2l2 008(92), dog = %m2l2,
ci1 = 3magleos(br) + 3maglcos(6y + 62) + magl cos(6:),
o1 = %mggl cos(fy + 603), ademds, 61 = x1(t) denota el
angulo en radianes entre el eslabdn rigido y el eje horizontal;
02 = x2(t) es dngulo también en radianes entre el eslabén
externo respecto al primer eslabén; g = 9.8m/s? es la con-
stante de gravedad; m; y ms son las masas de los eslabones;
I =1y =I5 son las longitudes de los eslabones, y (u1,us) son
los torques de entrada en [N - m]. Para este caso los valores
de los pardmetros son: m; = 0.4kg, mg = 0.3kgy [ = 0.5m.

El modelo difuso que representa la dindmica no lineal
alrededor de la posicién vertical es:

Regla-1 SI 2 (t) es aproximadamente (17/36),
ENTONCES i(t) = A1z(t) + Byu(t).
Regla-2 SI z;(¢) es aproximadamente /2,
ENTONCES (t) = Asa(t) + Byu(t),
Regla-3 SI z;(t) es aproximadamente (19/36),
ENTONCES i(t) = Asz(t) + Byu(t),
Con las funciones de membresia representadas en la Fig.

6b. Por lo que el sistema difuso estara descrito como: Z(t) =
S hi(2(t) {Aix(t) + Biu(t)}, con Ay = A3 y B) = By

0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
A= |:25.58 —20.93 0 }’A2_|:25.89 —20.93 0 0f°
—34.39 81.65 0 0 —34.31 8240 0 O
0 0 0 0
0 0 0 0
Bi=1 1904 —a750|° P2=|1920 —a8
—47.50 158.48 —48 160

Por lo tanto, el sistema difuso de forma general puede ser
reescrito como:

0 0 1 0 z1(t) 0 O
. 10 0 0 1 z2(t) 0 O uq (t)
:C(t)i a1 az 0 O l‘g(t) + b1 b2 |:uz(t) ’
as as 0 0] |za(t) bz bs
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o1 = hy(z1(t)A1(3,1) + - -+ + ha(z1(1)) A3(3, 1),
Qo = hl(l'l(t))Al(?), 2) +---+ hg(.’El(t))Ag(?), 2),
g = hl(xl(t))A1(4, 1) —+ -4+ hd(l'l(t))Ag(ﬁl, 1),
oy = hi(21(1))A1(4,2) + -+ + ha(1(t)) A3(4, 2),
by = hy(21(1))B1(3,1) + -+ + ha(21(?)) B3(3, 1),
by = hi(z1(t))B1(3,2) + -+ ha(21(t)) B3(3,2),
bg = hi(z1(t))B1(4,1) + -+ + ha(x1(t)) Bs (4, 1),
by = hy (21 (£)) By (4,2) + -« + hy (21 (£)) B (4, 2).

Ademds, se consideran dos regiones, donde solo dos fun-
ciones de membresia se activan al mismo tiempo, es decir,
x1 € [17/36r 7/2] y x1 € [7/2 19/36] y debido a que el
sistema es simétrico. Entonces, las matrices de controlabilidad
de estas regiones son iguales y el andlisis de una implica
el andlisis de la regiéon completa. Considerando hq(z1(t)) =
1—hga(z1(t)), la matriz de controlabilidad estd definida como:

0 0 €13 Ci14 0 0 Ci,7 €18
. 0 0 c23 c24 O 0 co7 cag
C<$1(t)) B 6371 0372 0 O 0375 03,6 0 0
a1 ca2 O 0 cas casg 0 0

donde
€31 = C1,3 = 01562h2(1’1(t)) + 190437, Cl4a = C32 =

C23 = C14 = —0.4992h2(1‘1(t)) — 47.5007, Co4 = C42 =
—1.5193ho(z1(t)) + 158.4806, c35 = 0.1742h3(x1(1)) +

1
32.32h2($1 (t)) + 1482.0, C45 = —0518h§($1 (t))
99.26h4 (xl(t)) — 4533.0, c36 = 70.5374h% (Jil(t)) —
99.24h4 (xl(t)) — 4535.0, ca6 = 1.598h% (l'l(t)) +

303.7ha(z1(t)) + 14588.0. Ahora bien, aplicando la ecuacién
de independencia lineal para los vectores de la matriz C(x(t))
se obtiene ¢c; =0;co =0;¢c3=0;¢4=0;¢c5=0;¢c6 =0y
ha(x1(t)) = «, donde « puede tomar cualquier valor. Por lo
tanto, el sistema es difuso controlable.

Para desarrollar un controlador ubicando polos y bajo el
algoritmo 1, descomponer B(x(t)) y a partir del espacio nulo
escogemos un conjunto de vectores linealmente independientes
y se genera la siguiente matriz X (z(t)):

10 —0833 0
0 —0666 0  —0.769

XM=\ 4 0 1 0 )
0 1 0 1

ademds, det(X) = —0.017. Luego, es posible obtener un
estabilizador, ubicando polos de A(xz1(t))+B(x1(t)) K (z1(t))
en A\y = —1, Ay = —1.5, A3 = —1.2 y Ay = —1.3, es decir,
A = diag{-1, —1.5, —1.2, —1.3}, por lo tanto el célculo
del estabilizador estard dado por la ecuacién:

K(z1(t) =27 (21(£))Uq (21(0)[X (21(£)) AX " (21(t)) —
Az (1))]

La Fig. 7 muestra los resultados aplicando la sefial de
control obtenida. Como se puede observar el método propuesto
con el estabilizador difuso se comporta de forma favorable,
vale la pena mencionar que diferente ubicacién de polos
favorece el decaimiento de los estados a la referencia. Sin em-
bargo, como es de esperar, hay un incremento significativo en
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la sefial de control, en la Fig.8 se muestra el comportamiento
del sistema difuso con diferente asignacién de polos.

Estados del sistema difuso Sefial de control

Amplitud
Amplitud

Tiempo
(@) (b)

Fig. 7. a) Estados y b) control del sistema robético bajo el controlador
propuesto.

Tiempo

Estados del sistema difuso Senal de control

Amplitud
Amplitud

Tiempo
(a) (b)

Fig. 8. a) Estados y b) control del sistema robético bajo el controlador
propuesto con diferente ubicacién de polos A = diag[—-3 —3 —5 —5].

Tiempo

Finalmente, el método propuesto se compara con el esta-
bilizador difuso obtenido directamente del PDC [29] definido

por: u(t) = S°2_ hy(2(t)) Kx(t), con:

Jo _ | ~LBTT8 ~T.0529 5.9867 —20.5403 |
"7 | —0.0669 —2.6374 24155 —6.1616 |’

K, — | 21906 —4.9893 3.9908 ~—13.7633 |
7| —0.3114 —2.0197 1.6081 —4.1337 |’

K. | “LB778 —T.0520 5.9867 —20.5403
57 | —0.0669 —2.6374 24155 —6.1616 |

Los resultados de la simulacién con base en la aproximacién
del PDC se muestran en la Fig.9. Como se puede observar,
al menos para este ejemplo, el método propuesto se comporta
de manera suave respecto al mostrado por la aproximacion
con base en el PDC, ademas, este comportamiento se puede
modificar ubicando polos de manera estratégica como se
muestra en la Fig. 8.

VII. CONCLUSION

Se ha presentado la propiedad de controlabilidad difusa y el
disefio de un estabilizador difuso para sistemas de tiempo con-
tinuo, con base en la combinacién de modelado difuso T-S y la
asignacion de polos. La ventaja principal de este enfoque es su
simplicidad relativa para verificar la propiedad controlabilidad
difusa de estos sistemas, y una vez que esta propiedad se
verifica, el estabilizador difuso se calcula facilmente. Ademas,
este enfoque permite imponer trayectorias arbitrarias para el
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Estados del sistema difuso

Sefial de control

Amplitud
Amplitud

Tiempo
(@ (®)
Fig. 9. a) Estados y b) control del sistema robdtico bajo el controlador PDC.

Tiempo

equilibrio del sistema difuso por medio de la elecciéon de
valores propios difusos adecuados. Es importante mencionar
que el enfoque es valido para sistemas de una sola entrada
y midltiples entradas, la cual, es una ventaja significativa,
en términos de implementacién, cuando se compara con el
enfoque dado en [27]. Dos ejemplos numéricos se utilizaron
para ilustrar la validez del enfoque propuesto, incluso en los
casos en que existen mas de dos reglas difusas. Finalmente,
a través del presente trabajo se propone un enfoque alterno
para encontrar el estabilizador difuso en sistemas tipo T-S en
general; evitando cédlculos complejos como los implicados en
el enfoque de LMI, el método dado ofrece una forma sencilla
de disefiar una ganancia difusa K(z(t)) que, de existir, se
obtiene por medio de software matemdtico como Matlab o
Mathematica, al menos para modelos difusos T-S que cumplan
con la observacion 3.
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