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On Maximum Likelihood Estimation of
Continuous-Time Oscillators Modelled as
Continuous-Time Autoregressive System

M. Coronel, K. González, P. Escárate, R. Carvajal, Member, IEEE, and J. Agüero, Member, IEEE

Abstract—In this paper, we address the problem of identifying
a continuous-time oscillator. We use a continuous-time autore-
gressive model to represent the oscillators. We asume that only
discrete-time measurements are available, from which we obtain
the oscillator equivalent discrete-time model in terms of the
continuous-time model parameters. We identify the model using
the Maximum Likelihood method.

Index Terms—Oscillators identification, continuous-time
model, Maximum Likelihood, Adaptive Optics, Vibrations.

I. INTRODUCCIÓN

EL estudio de los osciladores continuos ha adquirido
importancia en los últimos años debido a su utilización

para el análisis de diferentes fenómenos fı́sicos, quı́micos,
eléctricos y biológicos, entre otros [1]–[4]. Entre estos sis-
temas existen los osciladores armónicos, que han sido tema
de interés recurrente en diversas áreas de investigación, tales
como Fı́sica [5], Matemática [6] e Identificación de Sistemas
[7]–[9].

Un gran número de sistemas fı́sicos pueden aproximarse
como osciladores armónicos [4]. En [8] y [9] se demostró
la utilidad de los osciladores alimentados por ruido para
modelar las vibraciones en los sistemas de Óptica Adaptativa
(AO), ya que dichos modelos se utilizan para implementar
estrategias de control [10], [11] y ası́ mitigar los efectos de
las vibraciones, tema de creciente importancia en muchos
observatorios astronómicos [12], [13].

La estimación de los sistemas en tiempo continuo, uti-
lizando datos muestreados, fue estudiado anteriormente en
[14]–[17], donde la estimación se realiza a través de modelos
aproximados. La estimación de estos sistemas tiene diversas
aplicaciones como biotecnologı́a [18], identificación de sis-
temas no lineales [19], identificación a lazo cerrado [20], entre
otros. Recientemente se ha utilizado el método de Máxima
Verosimilitud (ML) para la estimación de los parámetros de
sistemas continuos [7], [21]–[23]. En particular en [7] se
presenta la estimación de parámetros de un modelo estocástico
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usando una aproximación numérica de la función de verosimil-
itud y la discretización de la misma, obteniendo mejores
resultados al utilizar la discretización de los estimadores
correspondientes al problema de tiempo continuo.

Por otra parte, en [23] se muestra la identificación de
parámetros de un modelo autorregresivo de media móvil de
tiempo-continuo (CARMA). La estimación de los parámetros
se realiza a partir de los datos muestreados en tiempo dis-
creto y del modelo de innovaciones [24] en función de los
parámetros del sistema en tiempo continuo. En [23], la función
de verosimilitud es optimizada utilizando métodos de Newton
[25] y realizando una aproximación numérica de la derivada
de la función de verosimilitud.

En este artı́culo se presenta el modelado y la estimación de
los parámetros de osciladores armónicos continuos utilizando
sistemas autoregresivo continuo (CAR) y la discretización en
función de los parámetros del sistema en tiempo continuo.
Para la estimación se propone utilizar la técnica de Máxima
Verosimilitud (ML), por sus propiedades estadı́sticas tales
como consistencia y eficiencia asintótica [24], [26]. La imple-
mentación se realiza mediante la descomposición del error de
predicción a través del filtro de Kalman y la optimización de la
función de verosimilitud a través del método de Cuasi-Newton
BFGS [25], utilizando, a diferencia de lo presentado en [23],
la expresión exacta para el gradiente de la función de máxima
verosimilitud. Se presentan dos ejemplos numéricos: en el
primero se estiman los parámetros de un oscilador armónico
y en el segundo se estiman los parámetros de la combinación
lineal de dos osciladores.

La estructura del artı́culo es la siguiente: en la sección
II se presenta el modelo en tiempo continuo del sistema de
interés, su representación en espacios de estado y su modelo
equivalente en tiempo discreto. En la sección III se presenta
el método de Máxima Verosimilitud, el cual es utilizado para
la estimación de los parámetros. En la sección IV se presentan
simulaciones y resultados numéricos. Finalmente en la sección
V se presentan las conclusiones.

La notación que se utilizará en el presente trabajo se define
a continuación: AT denota la matriz transpuesta de A, eA

representa a la matriz exponencial de la matriz A. Se utiliza
el siguiente vector columna para representar una sub-secuencia
de la señal xt, xk:j = [xTk x

T
k+1 · · · xTl ]T . θ0 denota el valor

verdadero del parámetro θ y θ̂ denota una estimación de θ0.
θ̂(m) denota la estimación de θ0 en la m-ésima iteración. E {·}
denota el operador esperanza. E {x|y} denota el valor esperado
de la variable aleatoria x dado la variable aleatoria y.
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II. MODELO DEL SISTEMA

En sistemas estocásticos el ruido continuo ω(t) es un
proceso de Wiener o un proceso de movimiento Browniano, el
cual tiene incrementos estacionarios independientes, es decir
incrementos Gaussianos, por lo que el proceso estocástico
definido por la derivada de un proceso de Wiener, ω̇(t), tiene
una distribución Gaussiana [27]. La ecuación diferencial que
modela un oscilador armónico con ruido externo está dada por
[3, pag.4]:

m
d2

dt2
ζ(t) + 2γ

d

dt
ζ(t) + α2ζ(t) = ω̇(t). (1)

Sin perdida de generalidad, se puede re-escribir de forma
exacta la ecuación diferencial dada en (1) utilizando el oper-
ador p = d

dt [26], [28]. Considerando un oscilador armónico
sin coeficiente de amortiguamiento (γ = 0) y normalizado
(m = 1), se obtiene:

p2ζ(t) + α2ζ(t) = ω̇(t)⇒ ζ(t) =
1

p2 + α2
ω̇(t). (2)

En este articulo el sistema de interés es modelado como una
combinación lineal de osciladores sin amortiguamiento, por lo
que el sistema está dado por:

y(t) =

n∑
i=1

1

p2 + α2
i

ω̇(t), (3)

donde y(t) es la salida del sistema, αi denota la frecuencia de
oscilación expresada en [rad/s], ω(t) es un proceso de Wiener,
y ası́ ω̇(t) es un proceso Gaussiano de media cero y varianza
E
{
ω̇2(t)

}
= σ2δ(t), donde δ corresponde al operador delta

de Dirac.
Si se tiene que σ2 = 1, entonces la magnitud de cada pico

del espectro de potencia de la señal y(t) en (3) se puede
obtener definiendo βi como la ganancia del oscilador. Es decir:

y(t) =

n∑
i=1

βi
p2 + α2

i

ω̇(t), con βi > 0. (4)

A. Modelo en Espacio de Estado Equivalente
A modo de obtener un modelo en espacio de estado equiva-

lente del modelo en (4), se parametrizan las matrices de estado
en función de las frecuencias de oscilación y de su magnitud.
Por lo tanto, el modelo en espacio de estado equivalente está
dado por:

ẋ(t) = Ax(t) + κω̇(t), (5)
y(t) = Cx(t), (6)

donde A ∈ R2n×2n, κ ∈ R2n×1 y C ∈ R1×2n tienen la
siguiente estructura:

A =



0 1 0 0 0 · · · 0

−α2
1 0 0 0 0 · · · 0

0 0 0 1 0 · · · 0

0 0 −α2
2 0 0 · · · 0

...
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 0 · · · 0 1

0 0 0 0 · · · −α2
n 0


, (7)

κ =
[

0 β1 0 β2 · · · 0 βn

]T
, (8)

C =
[

1 0 1 0 · · · 1 0
]
, (9)

donde en (8) y (9) la lı́nea vertical representa la separación
entre duplas de elementos, correspondiente a cada término de
la suma en (4). Como se observa en (9), C es independiente
de los parámetros ~α y ~β, donde ~α = [α1 α2 · · · αn]T y
~β = [β1 β2 · · · βn]T . Finalmente, el vector de parámetros a

estimar está dado por θ =
[
~αT ~βT

]T
.

Tı́picamente se supone que el estado inicial del sistema en
espacio de estado tiene una distribución Gaussiana de media
µ0 y covarianza Σ0 y que es independiente de ẇ(t), ver [23]
y sus referencias.

B. Modelo Equivalente en Tiempo-Discreto

Para un intervalo de muestreo ∆ = tk+1 − tk constante y
positivo, se obtiene que el modelo de oscilaciones en tiempo-
discreto equivalente es [17]:

x(tk+1) = eA∆x(tk) + v(tk), (10)
y(tk) = Cx(tk), (11)

donde

v(tk) =

∫ ∆

0

eAηκω̇(tk+1 − η)dη, (12)

es ruido blanco de media cero y varianza Qd.
Las matrices eA∆ y Qd se pueden calcular eficientemente a

partir de una matriz exponencial extendida (ver Apéndice A).

III. MÉTODO DE MÁXIMA VEROSIMILITUD

Un método ampliamente utilizado en muchos de los prob-
lemas de estimación es el método de Máxima Verosimilitud
(ML) [24], [26], en el cual el problema de estimación se puede
escribir como el siguiente problema de optimización:

θ̂ML = arg max
θ

LN (θ), (13)

donde LN (θ) es la función de verosimilitud que se obtiene a
partir del modelo del sistema y las mediciones. A modo de
simplificar los cálculos, se define la función log-verosimilitud:

`N (θ) = log [LN (θ)] . (14)

Dado que log[·] es una función monótona, el problema de
optimización puede ser re-escrito como el siguiente problema
de minimización:

θ̂ML = arg min
θ
− `N (θ). (15)

La función log-verosimilitud se puede calcular mediante la
descomposición del error de predicción [26] a través del filtro
de Kalman [23], [29]. Como:

`N (θ) = −1

2

N∑
k=1

ε2
k(θ)

Λk(θ)
− 1

2

N∑
k=1

log [(Λk(θ)] , (16)

donde el error de predicción εk se define como
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Fig. 1. Estimación de θ = [α β]T para 100 realizaciones de Monte Carlo, utilizando (a) N = 500 y (b) N = 1000 muestras de la señal de salida yk

εk(θ) = yk − E {yk|y0:k−1, θ} , (17)
= yk − Cx̂k|k−1, (18)

con media cero y varianza

Λk(θ) = E
{
ε2
k|y0:k−1, θ

}
, (19)

= CΣk|k−1C
T . (20)

Además, dado que se consideró que el estado inicial tiene
una distribución Gaussiana, y0 se distribuye de manera normal
con media ŷ0|−1(θ) y varianza Σ0|−1(θ).

Note que en este caso la función log-verosimilitud (14) es
no convexa, por lo que es necesario resolver el problema
de minimización en (15) a través de métodos numéricos.
En la optimización de funciones no convexas se encuentran
generalmente máximos locales [9], [23], por cuanto se requiere
que la inicialización sea cercana al máximo global. Dado lo
anterior se utilizará la técnica de Cuasi-Newton BFGS [25],
donde no se requiere calcular la inversa de la matriz Hessiana
de manera exacta, sino que se aproxima numéricamente.
De esta manera, la estimación del parámetro θ se actualiza
iterativamente como:

θ̂(m+1) = θ̂(m) − µ(m)S(m)∇`(θ)|θ=θ̂(m) , (21)

donde ∇`(θ) corresponde al vector gradiente de `(θ) y S(m)

es una matriz que aproxima la inversa de la matriz Hessiana
∇2`(θ)|θ=θ̂, mientras que µ(m) corresponde al paso de la m-
ésima iteración [25].

Observación: Los métodos de Cuasi-Newton resultan
tı́picamente en más iteraciones que el método de Newton, pero
cada iteración con un menor costo computacional. Dentro de
los métodos de Cuasi-Newton más populares se encuentran
BFGS [25] y Barzilai-Borwein [30]. O

El vector gradiente de `(θ) se calcula como:

∂`(θ)

∂θj
= −

N∑
k=1

εk
Λk

∂εk
∂θj
− 1

2

N∑
k=1

(
1

Λk
− ε2

k

Λ2
k

)
∂Λk
∂θj

, (22)

con j = 1, 2, · · · , n, donde θj denota a la j-ésima componente

del vector de parámetros θ. Los términos ∂εk
∂θj

y ∂Λk

∂θj
están

dados por:

∂εk
∂θj

= −C
∂x̂k|k−1

∂θj
,

∂Λk
∂θj

= C
∂Σk|k−1

∂θj
CT . (23)

Note que ∂εk
∂θj

y ∂Λk

∂θj
dependen de las derivadas del estado

y la varianza estimada (proveniente del filtro de Kalman)
respecto al vector de parámetros θ. Los detalles de los cálculos
correspondientes se encuentran en el Apéndice B.

IV. EJEMPLO NUMÉRICO

A. Ejemplo 1

En este ejemplo, se considera un oscilador en tiempo
continuo modelado como:

y(t) =
β

p2 + α2
ω̇(t), (24)

donde el proceso ω̇(t) es de media cero y tiene un espectro
de potencia σ2 = 1. El vector de parámetros a identificar es
θ = [α β]T .

Los datos simulados se generan con los siguientes
parámetros: α = 2π300 [rad/s], β = 1 y periodo de muestreo
∆ = 1 [ms]. La simulación se realizó con N = 500 y
N = 1000 muestras de yk. La estimación de la frecuencia se
realizó en [Hz], ya que el estimador de Máxima Verosimilitud
es invariante ante transformaciones en el espacio de los
parámetros [31].

Como ya se mencionó es necesaria una buena inicialización,
ya que se esta utilizando un algoritmo de optimización local.
Dado que es tan importante la inicialización y se esta traba-
jando con osciladores, se utilizará como punto de partida para
el algoritmo de optimización la frecuencia correspondiente al
máximo de la densidad espectral de potencia (PSD) de la señal
y0:N−1. La PSD se obtiene a partir de la transformada rápida
de Fourier de los datos y su valor esta expresado en [Hz], para
la inicialización de la ganancia se realizaron distintas pruebas
con valores cercanos al valor verdadero, aquı́ se reporta lo
obtenido para un β0 = 0.8.

El algoritmo de optimización fue implementado a través
de la función fminunc de Matlab, con la opción



CORONEL et al.: ON MAXIMUM LIKELIHOOD ESTIMATION 1217

60

80

0

10
20

30
40

−6

−4

−2

0

·1010
x

Máximo Global

α2 [Hz]
α1[Hz]

ℓ N
(θ
)

(a) N = 1000

60

80

0

10
20

30
40

−2

0

·1013
x
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Fig. 2. Gráfico de la Función de Verosimilitud de vibraciones generadas por dos osciladores con β1 = 2 y β2 = 0.1, utilizando N = 1000 y N = 10000
muestras de la señal de salida yk .

TABLA I
ESTIMACIONES AL REALIZAR VARIACIONES EN LA INICIALIZACIÓN DE α.

%α0 α̂ [Hz] β̂

−25 299.9731± 0.1861 0.9954± 0.0135

0 300.0116± 0.1797 0.9940± 0.0136

+25 299.9589± 0.1751 0.9935± 0.0158

TABLA II
ESTIMACIONES AL REALIZAR VARIACIONES EN LA INICIALIZACIÓN DE β .

%β0 α̂ [Hz] β̂

−20 300.0444± 0.2530 1.6127± 0.1346

0 300.0116± 0.1797 0.9940± 0.0136

+20 299.9833± 0.1730 1.0115± 0.0367

‘Algorithm’,’quasi-Newton’, el cual utiliza el
método BFGS.

En la Fig. 1 se presentan los resultados de la simulación
de 100 realizaciones de Monte Carlo. En dicha Fig. se ob-
serva claramente que se obtiene una buena estimación de los
parámetros. Esto se debe a que la inicialización fue cercana
a los valores reales de los parámetros. Se puede apreciar,
además, que los resultados de la estimación son mejores
con N = 1000 muestras, obteniendo una menor desviación
estándar en ambos parámetros. Finalmente, se realizó un
análisis de sensibilidad en torno a la inicialización, utilizando
N = 1000, cuyos resultados se presentan en las Tablas I
y II. En la Tabla I se muestran las estimaciones al realizar
variaciones en la inicialización de la frecuencia de ±25% del
valor obtenido con la PSD, donde se puede observar como, a
pesar de la variación, las estimaciones son muy buenas. En la
Tabla II se presentan las estimaciones al realizar variaciones en
la inicialización de la ganancia de ±20%, observándose que
las estimaciones de α siguen siendo muy cercanas al valor
verdadero. Sin embargo, las estimaciones de β no son tan
precisas, por lo que se puede concluir que el método propuesto
es mas sensible a la inicialización de la ganancia del oscilador.

B. Ejemplo 2

En este ejemplo se considera un sistema con dos osciladores

y(t) =

[
β1

p2 + α2
1

+
β2

p2 + α2
2

]
ω̇(t), (25)

donde el proceso ω̇(t) es de media cero y espectro de
potencia σ2 = 1. El vector de parámetros a identificar es
θ = [α1 α2 β1 β2]T .

Los datos simulados se generan con los siguientes
parámetros: α1 = 2π20 [rad/s], α2 = 2π60 [rad/s], β1 = 2,
β2 = 0.1, periodo de muestreo ∆ = 10 [µs].

En este ejemplo, se analiza la función de log-verosimilitud
considerando N = 1000 y N = 10000, como se muestra
en la Fig. 2. En dicha Fig. se observa la presencia de
máximos locales, haciendo necesaria una buena inicialización.
En esta Fig. se puede observar también cómo al aumentar la
cantidad de muestras se acentuá más el máximo global. En
la Tabla III se presentan los resultados de la simulación de
100 realizaciones de Monte Carlo, utilizando N = 10000,
para la inicialización de la frecuencia se utilizó el valor de la
PSD y para la ganancia se probaron diferentes valores y aquı́
se reporta lo obtenido con β0

1 = 2.2 y β0
2 = 0.3. Se puede

apreciar que se obtiene una buena estimación tanto para las
frecuencias como para las ganancias.

En la Fig. 3 se presenta la densidad espectral de potencia
para este ejemplo, la cual emula el comportamiento de la PSD
de la señal de vibraciones en [11, Fig. 6], cuyos datos fueron
obtenidos durante la campaña de observación 2014b dirigida
por el equipo MagAO de la Universidad de Arizona en la
noche del 31 de octubre de 2014, en el Telescopio Clay en
el Observatorio Las Campanas. Note que lo presentado en la

TABLA III
ESTADÍSTICAS DE LA ESTIMACIÓN DEL EJEMPLO 2

α̂ [Hz] β̂

i = 1 19.82± 1.834 1.99± 0.011

i = 2 59.00± 0.764 0.09± 0.012
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Fig. 3. Densidad espectral de potencia de los dos osciladores presentado en
el ejemplo 2.

Fig. 3 corresponde solo a los dos picos mas importantes de
frecuencia (20 y 60) Hz. Adicionalmente en esta Fig. también
se presenta la densidad espectral de potencia promedio de las
estimaciones obtenidas, observándose como ambas coinciden,
lo que confirma que es una buena estimación.

V. CONCLUSIONES

En este artı́culo, se utilizó el método de Máxima Verosimil-
itud para identificar los parámetros de los modelos de los
osciladores en tiempo continuo a partir de muestras en tiempo
discreto. El sistema se expresó como modelo de espacio
de estado en tiempo-continuo muestreado uniformemente. La
función log-verosimilitud se calculó mediante la descom-
posición del error de predicción a través del filtro de Kalman,
mientras que los parámetros fueron estimados localmente
utilizando técnicas de cuasi-Newton y la expresión exacta de
la derivada de la función de máxima verosimilitud.

Se evidenció que la estimación de los parámetros depende
de la cantidad de muestras seleccionadas, mejorando al au-
mentar.

Se mostró la presencia de mı́nimos locales en la función
de log-verosimilitud, por lo que es necesario una buena ini-
cialización del algoritmo de optimización, al utilizar técnicas
numéricas de optimización local. Para futuros trabajos se
propone utilizar métodos de optimización global, con lo que se
puede inicializar la optimización en cualquier valor arbitrario.
Además, se puede extender el análisis a osciladores armónicos
con amortiguamiento.

APÉNDICE A
CÁLCULO DE LAS MATRICES eA∆ Y Qd DEL MODELO EN

TIEMPO-DISCRETO.
Considere el sistema

ẋ(t) = Ax(t) + v̇(t) (26)

con E {v̇(t)v̇(r)} = Qcδ(t − r). El sistema muestreado con
tiempo de muestreo ∆, está dado por:

xk+1 = eA∆xk + vk (27)

donde la matriz eA∆ y la matriz de covarianza de vk se
obtienen con el método presentado en [16], [32]. En dicho
método se realiza de forma eficiente y compacta el cálculo de
integrales que incluyen la matriz exponencial. A partir de la
siguiente matriz exponencial extendida

exp

{[
−A Qc
0 AT

]
∆

}
=

[
P11 P12

0 P22

]
, (28)

se puede obtener simultáneamente tanto la matriz eA∆ como la
matriz de varianza del ruido vk del modelo en tiempo discreto:

eA∆ = PT22 ; Qd =

∫ ∆

0

eAηQce
AT ηdη = PT22P12. (29)

APÉNDICE B
CÁLCULO DE DERIVADAS NECESARIAS PARA OBTENER EL
GRADIENTE DE LA FUNCIÓN DE MÁXIMA VEROSIMILITUD.

• Derivadas de la etapa de predicción del Filtro de Kalman
respecto a los parámetros a estimar

∂Kk

∂θj
=
∂Σk|k−1

∂θj
CT
(
CΣk|k−1C

T
)−1

− Σk|k−1C
T
(
CΣk|k−1C

T
)−2

(
C
∂Σk|k−1

∂θj
CT
)

(30)

∂x̂k|k
∂θj

=
∂x̂k|k−1

∂θj
+
∂Kk

∂θj

(
yk − Cx̂k|k−1

)
−KkC

∂x̂k|k−1

∂θj
(31)

Σk|k
∂θj

= (I −KkC)
Σk|k−1

∂θj
− ∂Kk

∂θj
CΣk|k−1 (32)

• Derivadas de la etapa de corrección del Filtro de Kalman
respecto a los parámetros a estimar

∂x̂k+1|k
∂αi

=
∂Ad
∂αi

x̂k|k +Ad
∂x̂k|k
∂αi

(33)

Σk+1|k
∂αi

=
∂Ad
∂αi

Σk|kA
T
d +Ad

∂Σk|k
∂αi

ATd +AdΣk|k
∂ATd
∂αi

+
∂Qd
∂αi
(34)

∂x̂k+1|k
∂βi

= Ad
∂x̂k|k
∂βi

(35)

Σk+1|k
∂βi

= Ad
∂Σk|k
∂βi

ATd +
∂Qd
∂βi

(36)

• Derivadas de la matriz de varianza Qd respecto a los
parámetros a estimar

∂Qd
∂αi

=

∫ ∆

0

(
∂eAη

∂αi
Qce

AT η + eAηQc
∂eA

T η

∂αi

)
dη (37)

∂Qd
∂βi

=

∫ ∆

0

eAη
∂Qc
∂βi

eA
T ηdη (38)

• Derivadas de la matriz eA∆ respecto al parámetro αi

∂eA∆

∂αi
= ∆eA∆ ∂A

∂αi
(39)
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Sus áreas de interés incluyen identificación de sistemas, control automático e
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