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Modelling the 3-Coloring of Serial-Parallel Graphs
Via Incremental Satisfiability

C. Lopez-Ramirez, and G. De Ita

Abstract—A novel algorithm is presented for the 3-coloring on
parallel-serial graphs. Our proposal is based on the logical
specifications (using conjunctive normal forms) of the constraints
for a valid 3-coloring of a serial-parallel graph, and afterward, to
apply incremental satisfiability in order to build efficiently, a valid
3-coloring. Our proposal builds an initial satisfiable conjunctive
formula ¢, where SAT(¢) requests an exponential time. However,
when new clauses are added to ¢, then the colors of the vertices of
each serial-parallel component of the input graph are determined
in automatic and incremental way. Our procedure is deterministic
and it finds a valid 3-coloring. It has a linear-time complexity on
the size of the graph. We also show the correctness of our
algorithm.

Index Terms—SAT Problem,
Serial-Parallel Graphs, 3-Coloring.

Incremental Satisfiability,

1. INTRODUCCION

U no de los problemas fundamentales en el razonamiento
automatico es el problema de Satisfactibilidad (SAT), que
revisa si una formula logica F es (o no) satisfactible. SAT es
también una tarea relevante en otros problemas como: estimar
el grado de creencia, revisar o actualizar creencias, en la
explicacion abductiva, en el diagnostico loégico y en otros
procesos propios de la Inteligencia Artificial (IA) [1].

SAT es un problema tedrico importante, y fue el primer
problema reconocido en la clase de complejidad NP-Completo.
SAT continua siendo un problema fundamental para aclarar la
frontera entre problemas de las clases de complejidad P y NP-
Completo. En particular, el caso 2-SAT, que determina la
satisfactibilidad de una dos Forma Normal Conjuntiva (2-
FNC), es un caso importante del problema SAT por resolverse
en tiempo polinomial.

A pesar de la dificultad teodrica del problema SAT, los
procedimientos actuales de decisién, conocidos como
solucionadores SAT, han sido sorprendentemente eficientes.

Los solucionadores SAT se han usado en diversas
aplicaciones industriales. Tales aplicaciones rara vez se limitan
a resolver s6lo un problema de decision, ya que en general, una
sola aplicacion requiere que se resuelva una secuencia de
problemas relacionados, por lo que manejan una secuencia de
problemas relacionados como una instancia del problema de
satisfactibilidad incremental (ISAT).

Cristina Lopez-Ramirez - estudiante del doctorado LKE de la Facultad de
Cs. de la Computacién - BUAP. cristyna2001@hotmail.com.

Guillermo De Ita Luna - profesor de la Facultad de Cs. de la Computacion,
Universidad Autéonoma de Puebla. deitaluna63@gmail.com.

Las mejoras en el rendimiento de los algoritmos para ISAT
han resultado ser una caracteristica crucial para los
solucionadores SAT [2].

El problema ISAT considera como entrada una secuencia de
clausulas: Fy, Fi,..., Fu, empezando con una férmula inicial
satisfactible Fy. Cada F; resulta de un cambio en la féormula
anterior Fi.; impuesto por el ‘mundo exterior’.

Aunque el cambio puede ser una restriccion (afadir
clausulas) o wuna relajacion (eliminar clausulas), nos
centraremos en el caso de restriccion, al considerar solo
adiciones de nuevas clausulas. El proceso de agregar clausulas
se termina cuando se llega a la insatisfactibilidad, o no hay mas
clausulas que afiadir.

Una estrategia que se aplica al disefiar algoritmos para ISAT
es preservar las estructuras computacionales formadas cuando
se procesaron formulas anteriores, lo que permite por ejemplo,
reconocer subformulas comunes que van apareciendo en las
formulas de entrada, lo que permite la reutilizacién de la misma
informacion a través de la secuencia de formulas.

Diferentes métodos se han aplicado para resolver ISAT, entre
ellos, variaciones del procedimiento de ramificacion y limites,
denotado como Métodos IDPL, que generalmente se basan en
el método clasico de Davis-Putnam-Loveland (DPL)[3]. En un
procedimiento IDPL, al agregar nuevas clausulas, se trata de
mantener el arbol de busqueda generado previamente. Se ha
mostrado que IDPL se ejecuta mas rapido que DPL para un
gran conjunto de problemas SAT.

Whittemore et al. [4] definid ISAT como la resolucion de
cada subférmula dentro de una secuencia finita de férmulas.
Wieringa [2] present6 una variedad de métodos secuenciales y
paralelos para resolver ISAT, asi como algunas de sus
aplicaciones. Nadel [5] presenta una variacion a ISAT bajo la
hipoétesis de clausulas que fueron modificadas por variables de
decision; y de todas las clausulas inferidas que dependen de
algunos de los supuestos que incluyen su negacion.

ISAT es de interés a una gran variedad de aplicaciones que
necesitan ser procesadas en un entorno evolutivo. Este es el
caso de aplicaciones como: planificaciébn y programacion
reactiva, optimizacién combinatoria dindmica, revision de
fallas en circuitos combinatorios, satisfaccion de restricciones
dinamicas y aprendizaje en entornos dinamicos [6].

Por otro lado, el coloreo de grafos es quizas, uno de los
problemas combinatorios mas populares en la teoria de grafos
[7]. En particular, la 3-colorabilidad sobre grafos planos es un
conocido problema NP-completo. Una linea de investigacion al
considerar instancias de grafos planos es hallar cotas superiores
en el numero de colores a emplear.
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Demostramos aqui que nuestra propuesta algoritmica, basada
en especificar con formas normales conjuntivas las
restricciones de un 3-coloreo sobre grafos serial paralelo, y
emplear  técnicas de  satisfactibilidad  incremental,
efectivamente acota superiormente a 3 el nimero de colores
para hallar un coloreo valido de un grafo plano serial paralelo.

Ademas de que utilizar satisfactibilidad incremental al
modelar el coloreo de grafos serial-paralelo, proporciona un
procedimiento efectivo, de complejidad lineal en tiempo, para
hallar un 3-coloreo sobre este tipo de grafos.

II. PRELIMINARES

Sea X= {xi, ..., x,} un conjunto de » variables Booleanas, es
decir que pueden tomar tinicamente los valores de verdad {0,1}.
Una literal es una variable x; (x;') o la variable negada —; (x.°).

Una clausula es una disyuncion de literales distintas. Una k-
clausula es una clausula con £ literales. Una formula Booleana
en forma normal conjuntiva (FNC) es una conjuncion de
clausulas no tautoldgicas. F' es una FNC monoétona positiva, si
todas las variables en F aparecen en forma no negada. Una k-
FNC es una FNC conteniendo solamente k-clausulas. (< k)-
FNC denota una FNC conteniendo clausulas con a lo mas &
literales.

Una variable x € X aparece en una formula F six o —x es un
elemento de F. Usamos v(X) para representar las variables
involucradas en el objeto X, donde X puede ser una literal, una
clausula, o una FNC. Por ejemplo, para la clausula ¢ = {x; V
—x2}, v(c) = {x1, x2}. Lit(F) es un conjunto de literales
involucradas en F,, es decir si X = v(F), entonces Lit(F) = X U
=X = {X1, —X1,..., Xn}.

Una asignacion s para F es una funciéon Booleana s: v(F) —
{0,1}. Una asignacion puede también considerarse como un
conjunto de literales no complementarias. Si / € s, entonces —/
& s, en otras palabras, s asigna verdadero a [ y falso a —/, o
viceversa. Sea ¢ una cldusula y s una asignacion, c es
satisfactible por s si 'y solo si (¢ N s) # @. De otra forma, si para
todo / € ¢, —l € s, entonces s falsifica a c.

Sea Funa FNC, F es satisfactible por una asignacion s si cada
clausula en F' es satisfactible por s. F' se contradice por s si
cualquier clausula en F es falsificada por s. Un modelo de F es
una asignacion para v(F) que satisface a F,, denotado como: s +
F. Un contramodelo de F es una asignacion para w(F) que
contradice F. Si n = |[v(F)|, entonces hay 2" diferentes
asignaciones definidas sobre v(F). Denotamos al total de
asignaciones de F, por S(F).

Si F| C F es una formula que consiste de algunas clausulas
de F, y W(Fi) € v(F), una asignacion sobre v(Fi) es un
asignamiento parcial sobre v(F). Si n = |[v(F)| y m = [v(F1)|,
cualquier asignacion sobre v(F) tiene 2" extensiones como
asignaciones de v(F). Si s asigna valores 16gicos a todas las
variables en F, entonces s es una asignacion total de F.

El problema SAT consiste en determinar si F tiene un
modelo. SAT(F) denota el conjunto de modelos de F, entonces
SAT(F) < S(F). El conjunto FAL(F) = S(F)\SAT(F) consiste
de las asignaciones de S(F) que falsifican a F. Para cualquier
formula proposicional F, S(F) = SAT(F) U FAL(F).
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II1. REDUCCION DE FORMAS NORMALES CONJUNTIVAS

Al tratar el problema SAT(K A ¢), introducimos reglas para
simplificar una FNC, manteniendo so6lo las subféormulas que
determinan la satisfactibilidad de la férmula original. Por
ejemplo, para una FNC es comun eliminar todas las clausulas
redundantes, asi como clausulas tautologicas, clausulas
repetidas y clausulas con literales puras.

Regla de clausula subsumida: Dadas dos clausulas C;, C;
de una FNC F, si Lit(C;) € Lit(C)), entonces C; es subsumida
por C;, C;y pude ser eliminada de F, porque toda asignacion
que satisface a C; también satisface a C;, esto es SAT(C)) S
SAT(C)). Por lo que es suficiente s6lo mantener a C; en la FNC.
Atn mas, esta regla de clausula subsumida puede combinarse
con resolucion para simplificar la FNC ¢, como se muestra en
el lema siguiente:

Lema 1. Sea (x, y) € Ky una clausula (—x, y, z) € ¢ entonces
el resolvente (y, z) es una clausula binaria que puede ser
adicionada a K y su clausula padre (—x, y, z) puede ser eliminada
de ¢.

Prueba. Tenemos que (xV))y (xVyVz)=yV ((x A~x)
VEAz)=yVxAz)=xVY)A(yVz),y siestas 2 ultimas
clausulas son preservadas en K entonces la clausula (7, y, z)
puede ser borrada de ¢, porque ésta es subsumida por (y V z) €
Ky por lo tanto, el conjunto de modelos de (K A ¢) es
preservado sin cambios.

Regla de resolucion acotada: Sean (xVyVz)y (~xVyV
27) 2 clausulas ternarias de una férmula ¢, llamamos a (y V z; V
2) la regla de resolucion explicita de las clausulas anteriores.
Sean (xVyVzi), *xVyVz)y (mz1 V 7z V z3) 3 clausulas
ternarias de una formula de entrada F llamamos a (x V y V z3)
la regla de la resolucion implicita de las 3 clausulas anteriores.

Notese que la regla anterior aplica resolucién sobre 3-
clausulas, pero solo si los resolventes no tienen mas de 3
literales. La regla de resolucion es también 1til para mover
clausulas de ¢ a K. Por ejemplo, si ¢ contiene clausulas tipo: (x,
¥, 2) y (7, y, z), entonces éstas pueden ser eliminadas de ¢ y la
clausula (y, z) se adiciona a K. Otra regla comun que tiene que
ser adaptada para nuestro proposito, es:

Regla de la literal Pura: Sea F una FNC, / € Lit(F) si, /
aparece en F pero —/ no aparece en F.

Si una clausula contiene una literal pura, tal clausula puede
ser eliminada de F, manteniéndose el valor 16gico de F. Porque
si la literal / es verdadera, la clausula conteniendo / es también
verdadera, por tanto esto puede ser eliminado de F.

Sin embargo estas reglas tienen que ser aplicadas con
cuidado en nuestro problema, ya que en el proceso de adicionar
nuevas clausulas ¢ a K, las literales inicialmente puras podrian
ser no puras en K U ¢. Por lo tanto, para eliminar clausulas con
literales puras deben ser aplicadas con un alcance local,
trabajando en cada instancia (K A ¢). Pero, si un nuevo conjunto
de clausulas ¢;+; es considerado, entonces todas las literales
puras que fueron eliminadas en (K A ¢) deben ser retornadas a
@i+l

La regla principal a aplicar en nuestra propuesta algoritmica,
es propagacion unitaria. Para introducirla, definimos primero la
reduccion de una férmula por una literal, conocido como
resolucion unitaria.
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Definicion 1. Sea F una FNC y x una literal de F. La
resolucion de F por x (forzar x), denotado por F[x ], es la
formula generada de F por las siguientes 2 reglas:

a) Remover de F' las clausulas conteniendo x (regla de
clausula subsumida).

b) Remover —x de las clausulas restantes (regla de
resolucion unitaria).

Forzar x en F es también llamada reduccién unitaria. La
reduccion por un conjunto de literales puede establecerse
inductivamente de la siguiente manera: sea s = {/i, b,...,lx} una
asignacion parcial de w(F). La reduccion de F por s se define
por aplicar resolucion unitaria iterativamente, para /;, i= 1,...k.
Lo que significa reducir F por /; y luego por /> denotado como:
F[l,, ] y asi sucesivamente. Cuando s = @, F[s] = F.

Ejemplo 1. Sea F = {{xl, _‘X2}, {xl, XQ}, {xl, )C3}, {—'xl, X3}
{7x2, xaf, {7, mxad, {xo, wsh, (s, TshE F ] = {{a), {x,
X3}, {7x1, x3), {xa}, {7xad, {x3 x5} Sis = {x, a3}, F[s]=
{ad, fad, {mnd, fraf, {7, {7xs)

Sea Funa FNC y s una asignacion parcial de F. Si un par de
clausulas unitarias contradictorias son obtenidas cuando FTs] es
calculada, entonces F es falsificada por s. Si durante el calculo
de F[s], nuevas clausulas unitarias son generadas, la asignacion
parcial sse extiende afiadiéndole las clausulas unitarias
encontradas, es decir s = s U {u}, donde {u} es una clausula
unitaria. Asi que F[s] puede reducirse nuevamente utilizando
las nuevas cldusulas unitarias. El proceso iterativo anterior es
generalizado, y llamamos a este proceso iterativo Propagacion
Unitaria(F, s). Por simplicidad se abrevia Propagacion
Unitaria(F, s) por UP(F, s).

Consideraremos F como una férmula conjuntiva tipo: (K A
@)y s una asignacion parcial de F. Denotamos como K’ = UP(F,
s) a la nueva férmula conjuntiva que queda como resultado de
aplicar UP(F ,s). Observe que si s falsifica a F entonces K’
contiene la clausula nula y en este caso, decimos que F[s] es
insatisfactible. Y cuando s satisface a F,, K’ es vacia.

De ahora en adelante, consideremos que K es una 2-FNC y ¢
una 3-FNC. En primer lugar, aplicamos las reglas de
simplificacion descritas anteriormente, con el fin de reducir ¢
y extender K, manteniendo el valor logico de (K A ¢).

IV. GRAFOS PLANOS

Sea G = (V, E) un grafo conectado no dirigidoy sean=|V]y
m = |E|. Los grafos planos juegan un papel importante tanto en
la teoria de grafos como en la de dibujo de grafos. Los grafos
planos tienen varias propiedades interesantes: por ejemplo, son
grafos dispersos, 4-coloreables, y su estructura interna puede
describirse de manera breve y elegante [7].

Un dibujo I” de un grafo plano G asigna cada vértice v a un
punto distinto /(v) del plano y cada arista {u, v} a una linea
simple o curva de Jordan /(x, v) con los puntos finales /(u) y
).

Un dibujo es plano si no hay cruce de aristas, excepto
posiblemente en puntos finales comunes. Un grafo es plano si
admite un dibujo plano. Un dibujo plano divide el plano en
regiones conectadas llamadas caras. La cara sin limites
usualmente es llamada cara externa o cara del exterior. Si todos
los vértices son incidentales a la cara exterior, el grafo es
llamado outerplanar.
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Un grafo no conexo es plano si y solo si todas sus
componentes conectadas son planas. Quizas la propiedad mas
reconocida sobre grafos planos es la que establece el Teorema
de Euler, que muestra que los grafos planos son escasos. Es
decir, dado un grafo plano con n vértices, m aristas y f'caras, se
cumple que n-m+f=2.

Un corolario simple que se deriva del teorema de Euler, es
que para un grafo plano maximal con al menos tres vértices,
donde cada cara es un triangulo (2m = 3f), tenemos m = 3n - 6,
y por lo tanto, para cualquier grafo plano se cumple que m < 3n
- 6. Si el grafo es un arbol, entonces m =n - 1.

La primera caracterizaciéon de grafos planos se debe a
Kuratowski [8], y establece que un grafo es plano si y solo si no
contiene un subgrafo que es una subdivision de Ks o K33, donde
K5 es el grafo completo de orden 5 y K33 es el grafo bipartito
completo con 3 vértices en cada uno de los conjuntos de la
particion. Un resultado posterior equivalente reescrito en
términos de grafo menores, es el teorema de Wagner’s [9] que
establece que un grafo G es plano si y solo si no tiene K5 0 K33
como un menor, es decir, Ks 0 K33 no se pueden obtener de G
al contraer algunas aristas, eliminando algunas aristas y
eliminando algunos vértices aislados. Obsérvese que las dos
caracterizaciones son diferentes ya que un grafo puede admitir
Kscomo un menor sin tener un subgrafo que es una subdivision
de K5 [10].

El coloreo de grafos planos se ha investigado ampliamente y
representa un area de interés relevante tanto en la teoria de
grafos como en la teoria de la complejidad, ya que involucra la
frontera entre procedimientos computacionales eficientes e
intratables.

El Teorema de los cuatro colores [11] [12] [13] afirma que
cualquier grafo plano es 4-coloreable y resuelve una conjetura
que por mas de un siglo, fue el problema no resuelto mas
famoso en la teoria de grafos y quizas, en todas las matematicas
[14]. Mientras que un grafo plano libre de triangulos es 3-
colorable [15], y tal 3-coloreo se puede encontrar en tiempo
lineal [16] [17] [18].

A. Grafos Serial-Paralelo

Un grafo serial-paralelo es un tipo de grafo plano. Los grafos
serial-paralelo se forman a través de composiciones de grafos
de dos terminales. Un grafo de dos terminales, denotado TTG,
es un grafo con 2 vértices distinguidos: s, ¢ llamados fuente(s)
y objeto (¢) (ver Figura 1).

Fig. 1. Ejemplo de TTG’s.

De entre las diferentes definiciones para un grafo serial-
paralelo, nos basaremos principalmente en la propuesta por
Eppstein [19].
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Una composicion paralela (Figura 2) P. = P. (x, y) de dos
TTG’s: xyyesunnuevo TTG creado de la union disjunta de
los grafos a través de fusionar los vértices fuentes de x, y y para
crear la nueva fuente de P, y fusionando los vértices objetivos
de x y y para crear el nuevo objetivo de P..

Fig. 2. Composicion Paralela.

La composicion serie (Figura 3) S. = S. (x,y) de los TTG's x,
v, se forma al fusionar el vértice objetivo de x con el vértice
fuente (s) de y. El vértice fuente de x se convierte en la fuente
de S. y el vértice objetivo de y se convierte en el objetivo de S..

s

Fig. 3. Composicion Serial.

Un grafo serial-paralelo de dos terminales TTSPG es un
grafo que puede ser construido por una secuencia de
composiciones: serial y/o paralelo, iniciando a partir de un
conjunto de copias del grafo de una sola arista K>, identificando
sus dos vértices terminales.

La 3-colorabilidad de grafos planos (incluyendo grafos
triangulares) es reconocida como un problema NP-completo
[20]. En esta linea de trabajo, es que se consideran instancias de
grafos planos donde se pueda encontrar demostraciones
sucintas para determinar cotas superiores sobre el nimero de
colores a usar. En este esfuerzo, mostraremos que nuestra
propuesta algoritmica efectivamente acota superiormente a 3 el
nimero de colores para hallar un coloreo valido de un grafo
plano tipo serial-paralelo.

Un grafo TTSPG permite representar de forma natural
circuitos (eléctricos, electronicos, de comunicacion, etc.) que
combinan composiciones seriales y paralelas. También nos
permiten representar estructuras légicas como son los
diagramas binarios ordenados de decisiéon (OBDD).

Los OBDD son una de las estructuras de datos mas
ampliamente usadas al realizar operaciones bdasicas sobre
funciones Booleanas, asi como en aplicaciones del area de
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verificacion de circuitos, sintesis, y revision de modelos. Por
ejemplo, en [21], los OBDD’s son utilizados para la
construccion de arboles generadores con pesos minimos (MST)
usados para evitar de mejor manera el particionamiento de redes
de transmision, en lugar de utilizar arboles basados en ligas de
transmision de rango comin. Hay una linea de investigacion
para usar MST’s, basados en grafos serial — paralelo, para el
ruteo y la reduccion de energia en el contexto de redes
inalambricas y redes adhoc [21] [22].

La caracteristica principal de la topologia de los OBDD’s es
que estos son grafos tipo serial — paralelo, por lo que el disefiar
algoritmos especificos para estas topologias, como es el caso
del algoritmo que presentamos, puede ser de utilidad en otros
procesos donde se aplican los OBDD’s.

Otro tipo de aplicaciéon es cuando se considera una
transmision tipo unicast donde se tiene un flujo de transmision
de datos uno a uno. En este caso se considera que el flujo se
realiza desde un Unico emisor a un conjunto de receptores,
como por ejemplo de un servidor a un grupo de trabajo de una
LAN. Aunque varios usuarios puedan solicitar la misma
informacion al servidor al mismo tiempo, en el entorno unicast
el servidor respondera a las peticiones de los usuarios enviando
la informacion a cada usuario. Este tipo de transmision se
modela via grafos serial paralelo, con una sola fuente (que
fungiria como el servidor) y varios vértices sumideros o vértices
objetivo (los usuarios).

Al aplicar nuestro algoritmo de 3-coloreo sobre grafos serial
paralelo G, con una fuente y varios sumideros, bastara con unir
todos los sumideros a un sumidero general formandose un
nuevo grafo G;. A G; se le aplica nuestro algoritmo y el 3-
coloreo resultante para G; continuara siendo un 3-coloreo para
todo subgrafo de Gy, inclusive para G que ha modelado la
comunicacion unicast.

V. PROPUESTA ALGORITMICA

Nuestra propuesta algoritmica para construir un 3-coloreo de
un grafo serial-paralelo se basa en transformar el grafo de
entrada a una férmula tipo o = (K A ¢), definiendo asi la
primer formula ¢@o en un proceso de satisfactibilidad
incremental. Posteriormente, se irdn agregando nuevas
clausulas para conformar una serie de formulas ¢; i=1,..., k.
Los modelos para (K A @o) A ¢1 A ... gx) determinaran un 3-

coloreo valido del grafo serial-paralelo de entrada.

Nuestro algoritmo se basa en la reduccion de un 3-coloreo de
un grafo a una férmula (K A ¢) justificado por el lema siguiente.

Lema 2. El 3-coloreo de un grafo es polinomialmente
reducible al problema SAT(K A ¢), con K una 2-FNC y ¢ una
3-FNC.

Prueba. Sea G = (V, E) un grafo donde n = |V|, m = |E|.
Definimos las variables 16gicas x,, para indicar que al vértice v
€ V se le asigna el color ¢ € {1,2,3}. Para cada vértice v € V,
tres variables logicas x,,1,x,,2,%,,3 son creadas. Por tanto habra
3*n variables Booleanas en v(K) U v(p).

Consideremos las restricciones que formaran a la formula K.
Para cada arista e = {u,v} € E, u y v deben tener un color
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diferente. Esta restriccion se modela mediante las siguientes
tres clausulas binarias: (.1 V —x,1) A ((xu2 V 7x02) A (T3
V —x,,3). Existen 3*|E| clausulas binarias de esta clase.

Otra clase de restriccion binaria que restringe el que cada
vértice no debe tener mas de un color, se modela por las
siguientes tres clausulas: (—xy,1 V —x2) A (732 V —x03) A (3
V —x,,1), para cada vértice v € V.

Se tendran 3#|V] clausulas binarias de esta clase. Ambos
conjuntos de 3x(|V|+|E|) clausulas binarias conforman la
formula K que esta en 2-FNC.

En este caso, SAT(K) no es suficiente para determinar un 3-
coloreo de G, ya que aunque K fuera satisfactible, no se
construye directamente un 3-coloreo de G a partir de SAT(K).

Para construir soluciones al 3-coloreo de G, una 3-FNC ¢
sera formada por las clausulas que modelan la restriccion de que
a cada vértice se le debe asignar al menos un color. Entonces,
para cada vértice v € V' la siguiente clausula es generada: (x,,;
V xy2V X,3). @ tiene |V | 3-clausulas. Ademas, cada uno de las 3
* n variables de v(K) tiene solo una ocurrencia en ¢.

Esta reduccion se realiza en tiempo polinomial sobre el
tamafio n y m, ya que consiste en crear 3 * (n + m) clausulas
binarias para K y (n) clausulas ternarias para ¢. Ademas, se
cumple que G tiene un 3-coloreo si y solo si (K A ¢) es
satisfactible.

Notese que cada componente de SAT(K A ¢) es
polinomialmente resoluble. Por ejemplo, SAT(K) se resuelve
en tiempo lineal sobre el tamafio |K|, al ser K una 2-FNC.
Similarmente, al ser ¢ una 3-FNC, donde cada una de sus
variables ocurre una sola vez, SAT(¢) es un problema trivial,
ya que cada variable es pura en ¢ y por tanto ¢ es satisfactible.
Sin embargo, la satisfactibilidad de la conjuncion de ambas
formulas: SAT(K A ¢) es un problema NP-completo [1].

El caracter no determinista en el proceso de asignar un color
a cada vértice de G en la reduccion presentada (lema 2), se
refleja al requerir un tiempo exponencial para resolver su
respectiva instancia 3-SAT. Sin embargo, para topologias de
grafos especiales, como es el caso de los grafos serial-paralelo,
se pueden determinar nuevas restricciones que se van
afiadiendo a la formula inicial (K A ¢), de forma que nos
garantice el poder solucionar la nueva instancia de 3-SAT de
una forma incremental, y requiriendo un tiempo de computo
acotado polinomialmente.

Sea G un TTSPG (grafo serial-paralelo) cuya especificacion
de un 3-coloreo ha sido codificada como ¢y = (K A @), lo que
resulta en que ¢y es una 3-FNC. Para evitar una complejidad
exponencial en tiempo al formar un 3-coloreo a partir de
SAT(gpo), es necesario ir agregando nueva informaciéon en el
proceso de satisfactibilidad, lo que se logra al adicionar nuevas
clausulas que ayudan a determinar el 3-coloreo de G.

En este caso, los vértices claves para definir un 3-coloreo se
conforman por los pares (s; #) de cada componente serial-
paralelo. Cuando en cada camino de s a ¢ no hay otras
componentes paralelas, decimos que la componente (s, 7) es
simple, es decir, cada camino de s a ¢ es un camino simple, y
cada vértice del camino tendra grado 2 (excepto para sy ?).

Lema 3. Cada componente serial de un grafo serial-paralelo
es 2-coloreable.
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Prueba. Las partes seriales en un grafo serial-paralelo tienen
vértices con grado 2 o menos y por lo tanto, las partes seriales
en un TTG son 2 coloreables, y entonces pueden ser coloreados
usando de manera alternada 2 colores desde s a 7.

Asociamos a cada vértice v en G un conjunto de colores
prohibidos, denotado por fabu(v). Asi, cuando a un vértice v se
le asigna un color: Color(v) entonces a todo vértice vecino u de
v, se coloca en tabu(u) el color asignado a v, ya que este color
sera ahora prohibido para u.

En una componente serial-paralela, si alguno de los vértices
s o t es eliminado, entonces la componente se convierte en un
arbol con raiz en s si ¢ es eliminado, o viceversa.

El algoritmo que proponemos forma el conjunto
Fr={(50,3),(51,3 V 11,3), (52,3 V £2,3),..., (Sk;3 V #,3)} conteniendo
la clausula (s;3 V t;3) asociada a las dos terminales de cada
componente serial-paralelo de G, ordenadas por su aparicion en
G, de las componentes mas externas hacia las mas internas. En
el caso de una fuente s; con varios sumideros fi, ..., ti,
uniremos todos estos sumideros a un solo vértice objetivo ¢,
formandose asi el nuevo par (s;, £).

Regla de asignacion del color 3. Nuestra propuesta
algoritmica asigna a cada uno de los componentes paralelos de
un grafo, el color 3 al vértice s, o al vértice ¢, 0 a ambos. Nuestra
propuesta inicia asignando color 3 al primer vértice fuente so, y
esto se hace al adicionar la clausula (so3) a @o.

Lema 4. Si Color(s;) = 3 entonces 3 & tabu(t;+1).

Prueba. (Por contradiccion) Supongamos que se asigna
Color(s;) = 3,y que esto implica que 3 € tabu(t;+1), entonces s;
seria adyacente a #;+1. Pero el vértice s;+1 estd entre s,y t;+1y por
tal, s; y #+1 no son adyacentes.

Lema 5. Dado un subgrafo G conteniendo una sola dos-
terminal (s, £), si se cumple (s,3 V £,3) entonces el grafo G es 3-
coloreable.

Prueba. Asuma que {s, ¢} ¢ E(G), se asigna f(s)=f(t)=3.
Sea ahora G* = G-{s, t}, G’ es un grafo aciclico el cual es 2-
coloreable (usando solo los colores 1 y 2), y entonces G es 3-
coloreable. Si {s, t} € E(G), sea f(s)=3 y G’=G-{s} es un arbol
con raiz en el nodo . G’ puede colorearse por niveles iniciando
con el color 1 para ¢ y usando los colores 2 y 1 por niveles hasta
llegar a todos los nodos hoja de G’, formandose asi, un 3-
coloreo para G.

Teorema de Exactitud. Si para toda dos-componente (s;, #;)
de un grafo TTSPG G se cumple la clausula: (s;3 V #;3) entonces
el grafo G es 3-coloreable.

Prueba. Por induccion sobre el nimero de dos componentes
en el grafo G.

i) Parauna sola dos-componente (s1, #1), este caso se demostro
anteriormente (Lema 5).

ii) Se supone que la propiedad se cumple en todo grafo con n
dos-componentes (Hipotesis Inductiva).

iii) Sea G un grafo con n+1 dos-componentes. Y sea (so, %) la
componente mas externa en G. Nuestro algoritmo asigna
flso) =3,y Vy € N(so) se marca tabu(y)=tabu(y) v {3},
formandose asi, G’=G-{so}. G’ contiene n dos-
componentes, cumpliéndose la hipdtesis inductiva para G’.
Ademas, no puede darse el caso de que exista una dos-
componente (s;, ;) € G’ tal que tabu(s;) = tabu(t;)=3, ya que
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esto implicaria que se tienen las aristas {so, s;} y {so, #;} en
G, lo que contradice que (so, f) y (si , t) son dos-
componentes distintas en G. Asi que o bien se cumple (s;3)
o bien (#;3), y por tanto también se cumple: (s;3 V £;3). El
argumento anterior itera para toda dos-componente (s;, t;) €
G’ y por tanto, toda dos-componente cumple las
condiciones del lema anterior para ser 3-coloreable, y por
tanto, G es también 3-coloreable.

Como toda clausula (si,3 V #,3), i=1,...,k se cumple, asi como:
(50,3), entonces SAT((K A @o) A Fr) determina un 3-coloreo
para cualquier grafo serial-paralelo TTSPG G.

Nuestra propuesta algoritmica inicia ejecutando K’=UP((K A\
00), (503)), lo que permite determinar de forma automatica, los
colores validos dentro del conjunto {1,2,3} para algunos de los
vértices de G. Si durante la ejecucion de K’=UP((K A ¢o), (S03))
no se asigna color a alguna dos-componente (s;, #), entonces de
forma incremental y de acuerdo al orden definido en Fr, se
adiciona una nueva clausula unitaria («), ejecutando ahora:
K’=UP(K’,(u)), donde (u) sera (s;3), o bien (#3), segin los
conjuntos tabus de las variables: s;, ¢ Este proceso de adicion
de nuevas cldusulas unitarias nos lleva a un proceso de
satisfactibilidad incremental.

Al terminar el proceso de satisfactibilidad incremental, se
obtendran los modelos para la formula logica (K A @o) A\ Fr),
y estos modelos codifican un 3-coloreo para el grafo de entrada
G.

Se cumple que para los vértices terminales (s;, ¢;) se satisface
la clausula (x;,3 V x;,3). En tanto que para los caminos aciclicos
en G, los que se forman al remover los anteriores vértices
terminales, se satisfacen las variables x,,» 0 x,,1 segun al vértice
v € (@) se le haya asignado color 2 o 1, respectivamente. Por
tanto, las variables (x,.) que toman valor verdadero en los
modelos de (K A @o) A\ Fr), determinan que al vértice (v €
v(G)) se le asigna el color ¢, con ¢ € {1,2,3}. Asi, nuestra
propuesta algoritmica encuentra de forma automatica y basada
en el teorema 1, un 3-coloreo sobre grafos serial-paralelos.

Realizamos el analisis matematico sobre la complejidad en
tiempo de nuestra propuesta algoritmica.

De acuerdo al lema 2, se tiene que |K| = 3*(|V|+|E]), esto es,
K es de orden lineal con respecto a la longitud del grafo de
entrada G. Mientras que |F,| se corresponde con el niimero de
componentes serial-paralelo que hay en G.

Es conocido que el tiempo de ejecucion de un 2-coloreo
sobre componentes aciclicas es de orden lineal sobre la longitud
del grafo. Por otro lado, se sabe que la ejecucion del proceso de
propagacion unitaria UP(K, (1)) es de orden O(|K]) [23]. Esto
es el costo en tiempo que tenemos al hacer los llamados:
K=UP(K, (si3)) o al ejecutar K=UP(K, (t,3)). Nuestro
algoritmo, hard un maximo de llamados al proceso UP de
acuerdo al nimero de diferentes componentes serial-paralelo
existentes en G.

Por tanto, la complejidad en tiempo de nuestro algoritmo es
de orden O(|K] * |F;|), lo que resulta en un algoritmo de orden
lineal en tiempo en base al tamafio del grafo de entrada y al
nimero de componentes serial-paralelo que hay en el mismo
grafo.
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Un algoritmo para el 3-coloreo de grafos serial-paralelo

Entrada: G - un grafo plano serial-paralelo.
Salida: Una funcién de 3-coloreo, tal que a cada vértice del
grafo le asigna un color.
Proceso
1. Identificar vértices s(fuente) y #(objeto) por niveles de
anidamiento, formandose el conjunto Fr.
Remover todo vértice de grado < 3.
Aplicar K’=UP((K A o), (s03))
Mientras (Fr # @) y (K* # @ ) hacer
Selecciona componente (s;, #;) € Fr del nivel mas externo
If (tabu(s;) = 3) then { Color(t)=3;v=1,; G= G- t;}
Else
{ Color(s;)=3;v=1s:; G= G- s;}
End if
10. Vy e N©v) : tabu(y)=tabu(y) U {3}
11. Aplicar K’=UP(K’, (v3))
12. End mientras
13. Aplica 2-coloreo sobre vértices de grado < 3
14.Return /* regresa un 3- coloreo del Grafo G */

VNN bk w

Ilustremos la aplicacion de nuestro algoritmo para el 3-
coloreo de un grafo serial-paralelo, con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2
Consideremos el grafo serial-paralelo G de la Figura 4.

Fig. 4. Grafo serial-paralelo G.

Paso inicial: Reconocer los pares (s; #), removiendo los
vértices de grado < 3, ya que son 2-coloreables como se ve en
Figura 5.

®
O—& O—O

Fig. 5. Subgrafo con fuentes-objetos del grafo G.

Se empieza asignando color f (s9)= 3, el cual se representa
con el color azul, después se contintia asignando color 3 a cada
componente paralela, como se muestra en la Figura 6.

.\@\O O—@ O—@

Fig. 6. Primera parte coloreada del Grafo G.
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Recuperando vértices de grado < 3, ya que son 2-coloreables
como se ve en la Figura 7.

Fig. 7. Grafo G con un 3-coloreo.

Fig. 8. Grafo serial paralelo de entrada G.

Ejemplo 3. Se reconoce toda pareja (s;, ;) de las componentes
serial- paralelo del grafo de entrada (Figura 8). Se remueven los
vértices de grado < 3 y se asigna el color 3 a la primera fuente
(s7), como se muestra en la Figura 9.

Fig. 9. G con primera fuente coloreada y vértices removidos.

e

Fig. 10. Un 3-coloreo de G.
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Como ninglin vértice fuente de las demas dos componentes
pueden tomar color 3, entonces los vértices objetivo tomaran el
color 3. Cuando se recuperan los vértices de grado 2, se aplica
un 2-coloreo sobre estos vértices y G queda coloreado como se
muestra en la Figura 10.

VI. CONCLUSIONES

Hemos disefiado un nuevo algoritmo basado en el problema
de satisfactibilidad incremental (ISAT) para resolver el
problema del 3-coloreo sobre grafos serial-paralelo. La
propuesta inicia con una formula proposicional en forma
conjuntiva @o que especifica las restricciones que un 3-coloreo
valido requiere sobre G - un grafo serial-paralelo.

Si se busca un modelo de ¢o, se requeriria un tiempo
exponencial de computo para el 3-coloreo de G, pero al ir
agregando nuevas cldusulas unitarias y binarias a @o, se va
determinando de forma incremental, los colores de los vértices
de cada componente serial-paralelo del grafo de entrada.
Nuestra propuesta algoritmica se basa en aplicar propagacion
unitaria, siendo la clausula unitaria una de las dos terminales de
las componentes paralelas, lo que resulta en un método para
hallar un 3-coloreo valido del grafo G, que es de complejidad
lineal en tiempo en base a la longitud del grafo de entrada y al
nimero de componentes serial-paralelo del mismo grafo.

Hemos demostrado la exactitud de nuestra propuesta

algoritmica, mostrando que la cota superior sobre el nimero de
colores para un grafo plano serial-paralelo es de 3.
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